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CAPITOLUL 1 


NUMERE REALE 


1. NUMERE RAȚIONALE 


Numărind obiecte. din jurul nostru, folosim numere naturale. Am 
învăţat, încă din clasele 1—IV, să facem două operaţii cu numerele naturale: 
adunarea şi înmulţirea. 

Pentru a putea scădea orice număr natural dintr-un număr, a trebuit să 
extindem ideea de număr, introducind şi numere negative: am învăţat astfel 
în olasa a VI-a despre numerele întregi şi despre operaţiile cu numere întregi: 
adunarea, scăderea, înmulţirea. 

Pentru a putea împărţi orice număr întreg la alt număr (acesta fiind 
diferit de zero), a trebuit să extindem iarăși ideea de număr; am învăţat 
asttel despre numerele raționale şi despre operaţiile cu numerele raţionale: 
adunarea, scăderea, înmulțirea, impărţirea. Am învăţat să comparăm între 
ele două numere raţionale. Am învățat apoi că orice număr raţional poate i. 
reprezentat de un punct pe' axa numerelor. 

Am folosit numere raţionale atunci cind am „luat părţi“ dintr-un „intreg“, 
sau cind am măsurat lungimi, arii şi altele. Am folosit numere raţionale 
mai întii scrise sub formă zecimală, apoi sub formă de fraoţie. Orice număr 


raţional poate fi scris (In multe feluri!) sub forma unei fracţii 22, unde m 
n 


este un număr întreg, iar n un număr natural, diferit de zero. 
Am mai învățat în clasa a VI-a să ridioăm la puteri orice număr raţional. 


*Să reamintim, pe scurt, ceea ce am învăţat în clasa a VI-a despre 
numerele raţionale: 

1) Adunarea numerelor raţionale este comutativă, adică a -+- b = 
= 5 + a, oricare ar fi numerele raţionale a şi b. 

2) Adunarea numerelor raţionale este asociativă, adică (a + b) + 
+ e=a+(b+ o), oricare ar fi numerele raţionale a, b şi c. 

3) Numărul 0 (zero) este element neutru pentru adunare, adică 
a+O0=a=0+a, oricare ar fi numărul raţional a. 


* Textul cules retras nu este obligatoriu. 


-— 


4) Orice număr rațional a are un opus, notat —a, care este tot 
număr raţional. Avem a + (—a) =0= (a) + aşi —(—a)=a. În 
particular, —0 = 0 (numărul O este propriul său opus). 

5) Scăderea numărului raţional b din numărul raţional a poate fi 
înlocuită de adunarea lui a cu opusul lui b: 

a—b=a+(—b) 

6) Înmulțirea numerelor raționale este comutativcă, adică a - b = 
= d: a, oricare ar fi numerele raționale a şi d. 

7?) Inmulţirea numerelor raţionale este asociativă, adică (a b) + 
-c=a:(b-c), oricare ar fi numerele raționale a, b şi c. 

8) Numărul 1 (unu) este etement neutru pentru înmulțire, adică 
a-l =a=1-a, oricare ar fi numărul raţional a. 

9) Înmulțirea numerelor raţionale este distributivă faţă de adunare, 
adică a(B + c) = a:b +a: cc, oricare ar [i numierele raționale a, V şi c. 

Această proprietate este folosită atunci cind scoatem factor comun. 


10) Orice număr rațional a z 0 are un invers, notat La avem 
a 


a În dim În nași i m a:înpărțiouilar, 1 = 4 (numărul îi este 


a a 1 ) 
(e 
propriul său invers). 
11) Impărțirea numărului raţional a la numărul raţional & 7 0 
puate fi înlocuită de inmulțirea lui a cu inversul lui b: i 


1 
PP Re 
a a 


12) Numerele raţionale pot fi comparate între ele; date două 
numere raţionale a şi b, avem sau a < b,saua = b, sau a >b. Numa- 
rele raţionale. care sint mai mari decit O se numesc pozitive; iar cele 
care sint mai mici decit 0 se numesc negative. 

13) Dacă a >2, atunci a+-e >b+e, oricare ar fi numerele 
raţionale a, b şi c. Opusul unui număr raţional pozitiv este negativ, iar 
opusul unui număr raţional negativ este pozitiv. 

14) Dacăa >bşic >0,atunci a-c > boc. Dacăa >hşic<0, 
atunci a-c <b-c (1). În particular avem regula semnelor: 


pi eri 
++ — 
= + 

15) Dacă a >8, atunvi există numere raţionale c astfel încit 


a+d 


a >e >. De exemplu, putem lua e = “3-2, media aritmetică a lui 
a şi d. 


Mulțimea numerelor raţionale şe notează Q, iar mulțimea numerelor 


raţionale pozitive sau zero se notează Q,. 


Numerele raţionale negative pot fi scrise sub forma — RL; undemşin 
n 
sint numere naturale (iar n 3 0). Numerele raţionale pozitive pot fi scrise 


m E m E A 
sub forma + 7, sau mai simplu 72, unde m şi n sint numere naturale 
n n 


(n 7 0). Avem 


m 2m îm _4âm 
n 2n Iu An 


a A - : m ; 
numerele m şi n pot fi alese prime între ele, în care caz fracția — — » respectiv 
n 


Lă , - PI 
1. se numește ireduetibilă. 
n 


At 1 
rise şi zecimal; de exemplu, în loc de -- 


10 
se serie şi Ol; în loo de -2 se serie şi —0,75; în lo0 de 2 se scrie 


pi 0,6666. 0,(6). 
Numărul raţional scris zecimal periodic 0,(7) se scrie sub formă de fracţie 


Numerele raţionale pot fi 


axuel: €; numărul raţional —0,(42) se serie sub formă de fracţie astfel: 


i 4 


Numărul raţional 0,1(23) se transformi în fracţie astfel: 0,1(23)—0,4 -+- 


A | 4123 99-28 122 
1 004.2 22. Numărul rațional —4,t(5 
+ ap 005) = 10 10799990 990 im Ar „aid 08) 5) 
se surie sub formă de fraoţie astfel: — E, deoarece: —441(5) = —â4 — 
ear aia 5 _ 300 —5  —9374._ __487 
10pa 7 1010; 9 300 90 45 


Inversul numărului raţional «(pe care l-am notat ) este notat 
a 


uneori astfel: a-1. EL este acel număr raţional ce are proprietatea că 


a-ai=I=al-a. 


EXERCIȚU 


1) Care este cel mai mare divizor comun al numerelor: 

a) 36 şi 42; b) 42 şi 50; e) 26, 39 şi 65; d) 144, 192 şi 324; e) 81, 120 
şi 36; 1) 14, 28, 56 şi 632 

2) Sint prime între ele numerele: 

2) 6 şi 13; b) 88 şi 123; c) 36 şi-35; d) 44 şi MAL? 


ea 


3) Care este cel mai mic multiplu comun al numerelor: . 
2) 36 şi 42; b) 42 şi 50; c) 6, 8, 20 şi 24; d) 14, 28 şi 56; e) 8, 35 


şi 142 
4) Simplificaţi fracțiile: 
96 405 15. 44 81 46. 1166 1666 
;b ; : 3 130); 209 3 h) : 
ai b) o: 0 ii 436 ag i Dâa! E) Goa i) 666% 
5) Calculaţi: 
di die SA A a 088 Ea 7 
ie i a 
8) a 3 3 b) 23 5:95 tata: dat + 
3 4 22 16 _ ai 
ilireala a) o) Ama eizgae! 
6) Scrieţi sub formă de fracţie numerele raționale: 
4 1 5 1 Fi 
;»b ;d aja, 
a 6; 5) 187 0775053033 
7) Calculaţi: 
Zig Doe 1_8_„13 105 Maui 
GL A 738; Aid upă. 
jibeziale 6 03 0) Sea mag A sata barilul gl 


să 
LL 
8) Eliminaţi parantezele, apoi efectuaţi calculul: 
1 1 
a) (+14) + (—3) +(-52) dz (+43) ; BD) (10) — (8) — 08) — 


— (CHAT) — (29) — (4-13); 0) (4-18) — (4-36) — (—42) ++ (+24) — (+14). 
9) Sorieţi sub formă de fracţie ireductibilă numerele raţionale, sorise 
zecimal: 
a) 41,15 b) 3/4; c) 04135; d) —4,4; e) —0,16; 1) —2,06. 
10) Scrieţi sub formă de fraoţie ireductibilă numerele raţionale: 
a) 3,(4); b) —A4,(41); e) —44(1); d) 0,(98); e) 0,908). 
11) Calculaţi: 


di 1 
13——10——2 
3) 2 4 


5417 5 16 16 15 a 165 2 10 

IL a 3 add [AD a) RE RD ed 

4510: b) '5i asa! 39715! 571 
p 8.4 
pi A 
4 10 


12) Caloulaţi: 
a) 414 — 8,2; b) —445 + 2,23; c) 0,24 + 0,64 — 0,55; d) 64125 — 
—0475 + 3,75. 
13) Scrieţi sub formă zecimală: 
49: e 5 ATA, 
20 20110) g9î..:3 50) a 5 Dica 
14) Scrieţi sub formă de fracţie ireductibilă numerele raționale: 


a) 44 — 82; b) 3,(4) — 3,084); c) 3,(4) + 0,(16) — 2,406); d) 3,(3) — 
— 3,3; e) 0,(4) — 0,44. 


15) Scrieţi sub formă zecimală numerele raţionale: 
3 2 10 3 5 
rai - 145 b) 24-47; 0): 3 0,5 -k 44 i 0) 543,12 
+ 342,2 ++ 284,03; î) 15,6 - 345. 
16) Calculaţi: 


a) (4-15)-6—5); b)(—30)-(—6); 0) (425) (—4000); d) (-2) (—z); 


e) (- (+ 3) : n3-(-3) 8) (38) â;h) (41,4) (—82). 
17) Caleulaţi: 
(—5); b) (—30) :(—6); 0) (416) :8; d) (—1000) : (+25); 


E E ae ar a d Uotia 2004 Lala) 200 ue) 
D3:(—2): 2) (038) îi) 4 (044); 27: 8 


18) Calculaţi: 
o) (4+8) —(—6) stai) (—412) CIA) — (29) (4-16) + (—8)*(—41); 
3 5 5 
a 3.2—(-5):—0)+ (0) 2 
19) Setieţi sub formă de Iracţie ireduotibilă nuzerele raţionale: 
3= 


[i i 6 
a) Zi b— 50) d) 
—3 > 
20) Calculaţi: 
ji Aa 5 
+ 
paie: i 
1) 35) 5 
5 a 
21) Coloulaţi: 


(9—2):3+1. Să, 2 ai 
sosi) ei oaie ea e A 
ale) 
22) Schimbaţi locul numerelor raţionale: 
u 4 A, 45 . 042 
055; 1; —040); — i Zig 213 
astfel incit să fie scrise în ordine crescătoare. 
23) Calculaţi: 


n 220); 2); o (5—0):(3—3)- 


se 


24) Care este mediu aritmetică a numerelor: 


a) 41 şi 18; b) = şi 0; 0) —4h şi 82; d) 04(4) și 1,(5); e) 441 


şi —2,35; 1) 48 și —17,8; e) 2243 şi —15,72 


23) Din numărul 441,53 se scad succesiv numerele: 34,82; 46,39; 181,2 
şi 30. Care este rezultatul? 


26) Ce număr trebuie adunat cu 7 + 0,7 + 0,07 ++ 0,007 pentru ca să 
obţinem ca rezultat 3? 


27) Cave este media aritmeticii a numerelor: 
a) 81,6; S8,1; 87,9; 890 şi 85,4; b) 99,8; 101,2; 98,9; 99,5; 100,4 şi 
100,22 


2. RIDICAREA LA PĂTRAT A UNUI NUMĂR RAȚIONAL 


Tie a un număr raţional. Vom nota a? şi vom numi pătratul lui a numă- 
rul raţional a- a. 
EXEMPLE. Avem S- 8 = 64, numărul 64 este pătratul lui 8. Deoarece 


14 44 = 1,96, numărul raţional 1,96 este pătratul lui 1,4. Avem 3.2 a 
4 


Li 
16 


numărul raţional este pătratul ui 2, Deoarece și (—8): (—8) = 
i 


= 64, numărul 64 este pătratul și al lui —8. Deoarece ( 


9 Pe) td S88) 
=>, numărul rațional — este pătrutul şi al lui — =. 
i6 ora ae aa a 4 
Să observăm că numerele 8 şi —8 au același pătrat, anume 64. De ase- 
as. a : 9 
menea, numerele 2. și — 3. au același pătrat, anume Î.. 
A al 16 


Putem spune că: 

Două numere raționale opuse au același pătrat. 

Acest fapt rezultă din regula semnelor: fie a şi —a două numere raţio- 
nale opuse unul altuia, numărul a fiind pozitiv. Atunci (—a)? = (—a)- (—0) = 
= ţa? =, deci —a şi a au același pătrat, 

TEOREMĂ. Pătrutul unui produs de numere raţionale este egal cu pro- 
dusul pătratelor numerelor 

Demonstraţie. Vom demonstra doar pentru un produs de două numere 
raţionale. 

Fie a şi b numere raţionale. Pătratul produsului lor se poate scrie: (a :0)2= 
= (a: b)- (a-0). Înmulțirea este asociativă; putem renunţa deci la paran- 
teze: (a-b)-(a-d) =a-b-a-d. 


Inmulţirea este comutativă, deci putem comuta: a -b-a-b = aa “bb. 
Introducind din nou paranteze, vom scrie: a-a-b-b = (a-aj: (bd) = 
2 02. Astiel (a U)2 == a2- d. 

De exemplu. avem 6 = 2- 3; deci 62 = 22+ 32. 

"ROREMAĂ. Pătratul inversului unui număr rațional a 4 0 este egal 

cu inversul pătratului lui a. 


2 4 ; : i ae Aita 
Demonstrație. Inversul-L. al lui a are proprictatea că a:-— = 
a a 


1 


=1== 


4% 1 în] 
a. Ridivăm la pătrat: (« ) = =(2-a). Deci 
a 


. 

(folosim teorema de mai sus): e) Fu (1) 2, Dar a2: = a 
i F 

1 


aă 


, şi teorema este demon- 


2 
= ma. De aici rezultă ca(2) = 
sI a: a 


strală. 
Această ultimă egalitate se mai serie (41)? = (a? 


Sii folosim cele două teoreme de mai sus. Obţinem: 


(e: = G : 


= «(= a: = a? : b2, 


adică (0 : b)2 =a2 : 82 penteu orice numere raţionale a şi b (b diferit de 0). 


EXERCIŢII 


1) Completaţi tabelul: 


ao AP AI A ua 18 9 4 2 0: A pi 
m] 014 


2) Numărul natural n se serie în baza 10 cu două cifre. Poate avea 
numărul n? cifra unităţilor 22 Dar 62 Dar 5? 
3) Completaţi tabelul: 


= 3 5 | 
1 2 Ea: ie 0,3 —02 1; 
a 3 z A 
1 2 
E = 3,(3) 
: 1 3 Xt)) 
5 EI 
=>] 5 == 2; 
[că 2 z 


4) Completaţi tabelul: 


= 


3 
aja 42 Ș 0,4 
ja zi Ed 

5 i 
s 2 18 
a:0| 2 0,6 îi 1,08 


5) Completaţi tabelele: 


Îi 12 48 14 15 


3. RĂDĂCINA PĂTRATĂ A UNUI 
NUMĂR RAȚIONAL 


Să observăm că dacă a este un numiir raţional poziliv sau negativ, 
atunci pătratul său a? este un număr raţional pozitiv. 


Bi îi Pl | (cea EC) Că 
Am văzut că Gâ = 8? = (—8)?; 4,96 — (te; 2 (=) -( i) 


„Numerele raţionale 64; 1,96; 1 se pot scrie deci ca pătrate ale altor numere 
raţionale; ele sint numite pătrate perfecte. 
Vom spune că numărul raţional p este pătrat portect dacă există un 
* număr raţional a astfel încit p = a2. 
Fie p un număr raţional pătrat perfect. Putem sorie p = 2, cu a pozitivi 
"Vom spune că a este rădăcina pătrată a lui p și vom nota a =/p. 


10 


sure], Seste rădăcina pătrată a lui 64, dar —8 nu este rădăcina-pătrată 
a lui 64; V/64= 8. Numărul 1,4 este rădăcina pătrată a lui 1,9; //1,96=— 


= 1,4. Numărul Ea este rădăcina pătrată a lui Fă dar — E mu este rădăcina 


9 


9 3 
«i 97 EI 
pătrată a lui 5 ap 


TEOREMĂ. Fie p și g numere raţionale pătrate perfecte. Atunci p: g 
este pătrat perleot, iar V/p-9= Vp'Va- 


Demonstraţie. Fie a = Vp şi b=V9. Atunci 2=p, = 
iar a şi b sint numere raţionale pozitive; a-b este număr pozitiv, iar 


(a- 3) = q2:32=— pg, ceea ce înseamrtă că Vp'9=a:b= V/p- 
- Va. Teorema este demonstrată. 


De exemplu 2=/4 şi 3= Vă, deci /2:5=2:3. 
"TEOREMĂ. Fie p şi g numere raţionale pătrate perfecte, iar q 0. 
Atunci p : q este pătrat perlect, iar Vpig=Vp:V/a- 
Se obișnuiește ca în loc deda:b=a a să se mai scrie şi sa 
Folosind această notație, relaţia din teorema de mai sus devine 


F-a 


De exemplu, 11 = V/ 121 şi 13 = V/169; deci 


169 13 
Fie a un număr rațional. Să ne amintim că am notat cu |a | valoarea 
sa absolută, care este un număr rațional pozitiv sau 0. Anume: 


0 dacă a=0; 


a dacă a >; 
la|= 
—a dacă a <0. 


De exemplu, |—3 I=ajaj= a: j-z|- „14+4001.| = 4001, 
1—0,(3) | = 0,43). 

Să calculăm numărul |/(—2):. Respectind ordinea operaţiilor, obţinem 
VE: = VE) = VI = 2. Să observăm că VI = |—2| 


Pentru orice număr raţional a, avem 


Vă = la 


i 
ZI 


un 


Observaţie. Dacă a < 0, atunci Va= —a ga! 

Deoarece pătratul oricărui număr raţional este pozitiv sau 0, 
xezultă că nu toate numerele raţionale pot fi pătrate perfecte. Numerele 
raţionale negative nu pot fi piitrate perfecte. 

Deoarece 02 = 0, vom considera că O este pătrat perfect şi că V/0 = 0, 


EXERCIȚIU REZOLVAT. Să rezolvăm ecuația 


2V/x=1, xeq. 
Ecuația se scrie astfel: |/x Z, ceca ce înseamnii că i este rădă- 
ina pătrată a numărului x. Desi x = (LY — 4 ă 
cina pătrat a numărului x. ec X= 3 = Za 


EXERCIŢII 


sint rădăcini pătrate ale 


1) Verificaţi că numerele 6; 


„36 9 
lor 36, Liv 22; 0,0004; 12. 
numerelor respecliv 29 16 
2) Care este rădiicina pătrată a numărului: 
9 4 25 
a) 20; b) zei 0) id) Ca e) 1,21; 1) 1,692 


3) Care dinte propoziţiile ce. urmează sint adevărate? 

a) V101=11; b) Vii =41; o) V/200=20; 0) VID = 14; 
e) 016 = 0,4; 1) rădăcina pătrată a unui număr rațional pozi 
mai mică decit numărul. 

4) Completaţi tabelul: 


1ai 1414 1413 1,42 15 | 


Ce observați? 
5*) Rezolvaţi ecuaţiile (In mulţimea numerelor raționale): 


a) Vă =10;b) VB = 15; 0)9V/5=1; 0) Vr=8;) pi=—. 


Am văzut că orice pătrat perfect este pozitiv sau 0. Reciproc este ade- 
vărat? Răspunsul este: nu! 
De exemplu, vom arăta că numărul 2 nu este pătrat pertect. 
Să presupunem că ar exista un număr rațional pozitiv a astfel 
incit am -putea scrie a? = 2. Să-l scriem pe « sub formă de fracţie iredue- 


tibilă: a = » unde m şi n sînt numere naturale, prime între ele. Am 


12 


(2 ORE a 2 * 
Cura CEE (=) —2, maică PE —2. De aici ar rezulta 2n? = mi. 
(a 7 


Dar 2n2 se divide cu 2; deci m2 se divide cu 2. Rezultă de aici că m este 
par (căci pătratul unui număr natural impar este impar!). Să scriem 
deci m —2p. Asttel am avea 2n? = 4p?, de unde 2p2 = 2. Ca mai 
sus, n este și el par. Asttel m şi n au ca divizor comun pe 2, deci nu 
sînt prime între ele. 

Am ajuns la o contradicţie. Această contradicţie ne arată că presu- 
punerea pe care am făcut-o anume că e? = 2 pentru un număr raţional 
pozitiv a, este falsă. 

Raționamentul de mai sus îi este atribuit lui Pitagora. 


da ioliputarai atapill ot 2 6p 05) 752 Î si 2 şi altele, 


ai şi 4: 
mu sint pătrate perfecte. Cu alte cuvinte Vă, Vă, V5, V/6 ete. nu 
sint numere raționale. 

“Potuşi, problemele practice de măsurare (pe care le vom întilni 
mai tirziu IA geometrie) ne impun să Iuorăm cu „numere“ de forma 


Vă, Va, V5 | ES Aceste numere, precum şi altele, sint numere 


iraționale. 


4. RXORAGEREA RĂDĂCINII PĂTRATE 
DINTR-UN NUMĂR. RAȚIONAL POZITIV 


Am învăţat în clasa a VI-a o metodă de extragere a rădăcinii pătrate 


dinteiun, număr raţional pozitiv, scris sub formă zecimală. Iustrăm această 
metodă pe exemplul numărului 514,31274: 


Etapa a III-a 


Etapa I: VA sasa 172740 | [E 


di 
Etapa a Il-a 514,31'27'40 |22 
FN 42 2 (>84) 
44 
"84 
30 trecem virgula la rezultat. 


446 - 6 (=2676) 


13 


14 


Etapa a IV-a: 


Etapa a V-a: 


355277 
3168 9 
38384'0 
36278 4 
21056 


96 

200 

281 28282 
11900 

11296 


4527 - 7 (31689) 


* 2 (==56564) 


Obţinem ca rezultate: 1,41 cu eroare de 0,01 (o sutime); 1,444 cu eroare 
de 0,004 (o miime); 1,4142 cu eroare de 0,0001 (o zecime de miime) şi aşa 
mai departe. Toate aceste rezultate sint aproximaţii (prin lipsă) pentru rădă- 
cina pătrată a lui 2. 

Să privim figura L.A, imaginindu-ne că mărim, de la o etapă la alta, de 
10 ori segmentul de pe axa numerelor în care este conţinut |/3. Aproximaţiile 
prin lipsă ale lui |/2 corespund extremităților dinspre stinga ale acestor 
segmente. În figura 1.2 am încercat să localizăm numărul |/2 pe axa nu- 
merelor. 


3 E) 
a 2 
EL] 5 
p IZA 
oi Dea 
7409 p>z RI 12 
2 
aa Sa 
a o a a a OS 
214 1JZ VI 15 


Fig. LA 


Dar, atenţie. Nu putem vorbi încă despre rădăcina pătrată a lui 2, căci 
2 nu este pătrat perfect! 


Fig. 12 


De aceea, este necesar să extindem iarăși ideea de număr. Pentru aceasta, 
să ne reamintim că numerele raţionale se pot scrie sub formă zecimală. Cal- 
culul pe care l-am făcut mai sus ne conduce la fracţia zecimală 1,4142..., 
care are o infinitate de cifre în dreapta virgulei, cifre care nu se pot repeta 
în mod periodic! 

Vom considera că aceste fracţii zecimale, care au o infinitate de cifre 
în dreapta virgulei, cifre care nu se repetă periodic, reprezintă fiecare cite un 
număr irațional. 
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Să ne imaginăm citeva dintre aceste numere. De exemplu, numărul 
0,101001000100001... (în dreapta virgulei, numărul de cifre O dintre 
două cifre 1 consecutive creşte). Dacă această ie zecimală ar avea 
o perioadă, formată din k cifre, atunci cel puţin una dintre cifrele aces- 
tei perioade ar trebui să fie 1; dar, dacă ne depărtăm suticient de vir- 
gulă, intilnim mai mult de k cifre O intre două cifre 1 consecutive. Deci 
numărul reprezentat de această fracţie este irațional. 

Numărul = 3,1445..., care reprezintă râportul dintre lungime şi 
diametru în orice cerc, este un număr iraţional* De asemenea, ducă 
extragem rădăcina pătrată din 3, obţinem un nou număr irațional. 


EXERCIŢII 


1) Aflaţi primele cinci cifre ale fre 
irațional: 


 V5 b) |: o VI: 0 Vă 


2) Aproximaţi prin lipsă, cu eroare de o sutime, numerele VITO, 
unde z € (5,6, 7). 


zecimale ce reprezintă numitrul 


5. NUMERE REALE 


Reunind mulțimea Q a numerelor raţionale cu mulțimea numeielor 
iraționale, obţinem mulţimea numerelor reale. Această mulţime va fi notată 
cu R, iar elementele ei vor fi numite numere reale, 

Fiecărui număr real îi putem asocia un punct pe o dreaptă dată. Reamin- 
axa numerelor este o dreaptă pentru care s-a ales o origine, un sens 
pozitiv şi o unitate de măsură. 

De exemplu, numerelor reale 0,32 şi — V/3 = —41,73... lise asoviuză 
pe axa numerelor din figura 1.3 punctele U, respectiv V. 


V 


2 032 7 
+ 1.3 


Asttel, ne putem imagina numerele reale ca puncte ale axei numerelor, 
i reciproc, oricărui punct de pe axa numerelor îi putem asocia un număr 
„eul! Mulțimea Ra numerelor reale o putem „identifica“ cu mulţimea pune- 
telor de pe axa numerelor. 


> Demonstrația faptului că numărul x nu este rațional nu este uşoară; ea a fost 
ja în 1767 de catre Lambert, folosind idei ale marelui matematician elvețian 
1wonhard RBuler (1707 —1783). 


EXERCIȚIU 


Reprezenta prin puncte pe acă numerele reale 0215 —444; 14675 
V5 = 223; 2 = 04155 — V5 = 2 VE = fl şi - a A 


6. OPERAȚII CU NUMERE REALE 


COMPARAREA NUMERELOR REALE 


Să privim axa numerelor din figura 1.4. Punotele acestei axe se cores- 
pund (prin coordonatele lor) cu numerele reale. 


Fig. 14 


Fie u şi v două numere reale, ce corespund punctelor U, respectiv V, 
de pe axa numerelor. Vom spune că 4 este mai mic decît v şi vom nota u =v, 
daci pe axă punctul U este la stinga“ punctului V (vezi figura I-4). 

În acest mod, oricare două numere reale pot fi comparate intre ele; 
mai mult, putem spune că, date două numere reale u şi v, avem sau u <v, 
sau u = v,sauu >v. Dacă u,v sint vaţionale (respectiv întregi), atunci fap- 
tul că u este mai mio decit v (ca numere raţionale, respectiv intregi) inseamnă 
toomai u <v (ca numere. reale). 

Nuymesele reale ce corespund punctelor axei aflate „la dreapta“ lui O 
vor fi numite pozitive; celelalte, diferite de 0, vor li numite negative. Ele 
vorespund punctelor axei ce se allă „la stinga“ lui 0. Numerele reale pozitive 
suu 0 se corespund cu punctele semidreptei de origine O, marcată cu săgeată. 
Faptul că numărul real u este pozitiv inseamnă că u > 0. 

Să observăm că dacă s, t, u sint numere reale astfel încit s <șit < i, 
atunci s < u. Aceasta, înseamnă că relaţia de ordine < este tranzitivă. 


OPUS. INTERVALE. VALOARE ABSOLUTĂ 


Fie S un punct pe axa numerelor (vezi figura 1.5); fie 7 simetricul său 
faţă de punotul O. Este clar că simotricul lui 7' faţă de O este tocmai 5. 


s [:] 


LD 


[2 [PT 


Această simetrie geometrică ne permite să definim opusul unui număr 
real. Fie s un număr real, ce corespunde punctului S de pe axa numerelor, 
Opusul său, notat — s, este numărul real ce corespunde simebricului 7 al Iui 
S faţă de O. 


II: 


2— Matematică-algebră, cl. a Vii-a 


Să observăm că: 

a) opusul unui număr real pozitiv este un număr real negativ; 
D) opusul unui număr real negativ este un număr real pozitiv; 
c) —0=0; 

d) —(—s) = s, pentru orice număr real s; 

e) dacă s <, atunci —s > —t (convingeţi-vă pe un desen). 


EXERCIŢII 


1) Care dintre următoarele propoziţii sint adevărate și care false? 

a) Vă < 1404; b) /3 >4,72; 0). V2< —4144;0)—V/3<1; 
e) — Vă<—r. 

2) Desenaţi pe axa numerelor punctele A, B, C, D, E, F, ce 0ores- 
pund numsrelor reale a, d, c, d, e, f, astfel încit: 

a) a<b;bje<a; oc) d este mai mio decit 5, dar mai mare decit d şi 
c;d)e <agie<c;e)f>b;t)a,cşie sint negative, iar d, d şi f sint pozi- 
tive; p) d >1. 

Vom nota (ca de obicei) a d vdacău <vtauu = 

Fie u şi v numere reale astfel incit u<v. Vom nota[u;v]şi vom numi 
interval închis de extremități z, 2 mulțimea formată din numerele reale z 
astfel încît u < z s v. Dacă U, V sint punctele de pe axă ce au coordonatele 
u, respectiv 7, atunci intervalul [u; v] corespunde segmentului UV (vezi 
figura 1.6). 


U v 
[1 


Fig. L6 


Putem scrie astfel: 
lu; = fzERlusz şi zsvw) 
Elementele z € [u; v] diferite de u şi de v vor fi numite elemente iute 
rioaro intervalului [u; v]. 
Dacă v < u, atunei [u; v] = 8, căci nici un număr real z nu poate 
fi simultan mai mare sau egal cu u şi mai mic sau egal cu v! 
Dacă u = 2, atanci intervalul [4; v| nu are elemente interioare; 
mai exact, [u; u] = ţa). 
Să privim figura 1.1; vedem că: V2e(1; 2]; /V2 e (14%; 15]; 
V2 e 4,41; 142]; 2 e 1,444; 1,415] şi aşa mai departe, şi că: 
1; 215114; 1,5]2(441; 1,42] 5(1,414; 1,415]2 se 


De asemenea, x € [3; 4]; n € (3,1; 3,2]; = e (3,14; 345]; m € [3,1414 
3,442] şi aşa mai departe, şi [3; 4](3,1; 3,2]2([3,414; 3415]> [341445 
3,142] 2 
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Fie s un număr real, diferit de O, şi fie —s opusul său. Dintre numerele 
ș şi —s, unul este pozitiv, iar celălalt negativ. Cel pozitiv va fi notat | s | şi 
va fi numit valoarea absolută a lui s (sau modulul lui s). Definim |0| =0- 


Altfel spus, 
s dacă s >0; 
—3 dacă s <0. 


1s1= 


Să observăm că. pentru orice număr real s avem s < |s |şi că 
[s | = s dacă şi numai dacă s >0(1), Ai 
Fie u un număr real pozitiv. Ce înseamnă |s|<u? Să arătăm că 
această inegalitate este echivalentă cu următoarele două inegalităţi: 
—u <sşis<u; sau, pe scurt, cu —u <s <a (vezi figura 1.7). 


Dia zu 


Fig. 1.7 e al A E 


Dacă |s| <u, deoarece s < |s |, rezultă imediat că s <u. Deoarece 
şi —s<|—s|= |s|, rezultă —s <u, deci s > —u, adică —u <s. Reci- 
proc, din —u <s <u rezultă s <u şi —s < u; în orice caz, |s| <u. 


BXEROIȚIL 


1) Sint adevărate următoarele propoziţii: 
a) |—21e€1i; 43]; b) [—rl€L-; îl; | V2leli4; VII; 
d) V3elvă; m; »lVzl=Vv2? 
2) Care este mai mare: 3/3 sau 12? 2/3 sau 3/2? 
___ 3) Aranjaţi în ordine crescătoare numerele reale: V/'5,| —z |,| V/3|, 


E „|— V21. (Folosiţi eventual tabelul de la sfirșitul manualului.) 


Fie s un număr real, iar a un număr raţional. 
"Vom spune că a aproximoază po s cu, eroare de o zecime dacă q — i < 


<s<a+fi altfel spus, dacă s este element interior intervalului 


[ a EI ; a+ ca] , ale cărui extremităţi sint numere raţionale! 


Vom spune că a aproximează pe s cu eroare de o sutime dacă a — îi < 


<s< ai: Se mai scrie că a aproximează pe s cu eroare de 0,01, 


sau 
100 
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În general, vom spune că a aproximează pe s cu eroare de ai 


dacă a ms <a+ îi altfel spus, dacă s este interior în- 
tervalului cu extremităţi numere raţionale 


[o =: Ci 


ZI ri fe za Fig. 18 


Astfel, 4,41 apioximează pe |/2 cu eroare de o sutime, căci 1,4 — 


—0901 < Vă 1481-0404; 3,1415 aproximează pe m cu croate de 
„1 — 0,0004. 
10: 


e asemenea, 1,405 aproximează pe V/2 cu ercare de 0,01, deoarece 


» 
1,405 — 0,01 = 1,395 '< 1,4142... < 1,405 ++ 0,01 = 1,415, 


Cunoaşterea unui număr real înseamnă cunoașterea tuturor. cifrelor 
sale, în scrierea sa zecimală. Dar, nu putem scrie o infinitate de, cifre! 
Ne putem doar imagina că putem afla toate cifrele unui număr real 
irațional! Do aceea, în practică, numerele reale întilnite sint înlocuite 
cu numere raţionale ce le apro: ază, mai precis sau mai puţin precis 
(adică cu eroare mai mică sau mai mart), după nevoile conorete ale p 
blemei practice. De exemplu, în viața de toate zilele, inlocuirea lui 
m cu 3,44 sau cu 3,1415 este suficientă; în calculele astronomice esto 
nevoie insă de o precizie mult mai mare (!) 


EXERCIŢII 


1) Daţi exemple de numere raţionale ce aproximează pe zeu eroare 
miime. SĂ 
2) Aproximaţi cu eroare de o sutime pe /3. 


3) *Dovediţi că dacă s > a şi a aproximegză pe s cu eroare de Dr 


PRR) 1 , i 1 
atunci şi a marii aproximează pe s cu eroare de 105" 


Ce se poate spune dacă s <a? 


ADUNAREA ŞI SCĂDEREA 


În clasa a VI-a am învăţat să adunăm două numere raţionale folosind 


reprezentarea lor prin puncte pe axa numerelor. De exemplu, să adunăm 
numerele — 2. şi 2. Pe axa numerelor din figura 1.9 aceste numere; sinț repre- 
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pe ea 
i i i 
i Fi i 52) ! 
Es + ] i 
i i ! ! 
i lo ! ia 
pe TRE i FA 
Ig ag a, 7 E ci 
Fig. 1.9 


zentate prin punctele A şi B; dar le putem reprezenta şi prin săgeți cu originea 
în O şi vintul în A, respectiv B. Construim a treia săgeată, avind, aceeași 
lungime şi sens cu a doua (OD), dar originea în virful primei săgeți. Viriul 


Si E rar Ata 
săgeţii a treia na indică faptul că suma numerelor — 3 Și A este numărul 


anal A 
2 - 

si numerele reale pot fi reprezentate prin puncte pe axa numerelor: 
Procedeul de mai sus ne permite astfel să adunăm două numere reale. 

Fie s ș seu le corespund pe axa numerelor 
punetole 5, respectiv 7. n prima săgeată, avind originea în O 
Și Virtul in Se apoi a doua săgeată, avind originea în O şi virful în 7. Construim 
Apoi a troia hăgeată, avind originea în 5 şi avind acceaşi lungime și sens cv a 
doua (vezi figuna 1.10). Virful acestei ă pe axa nunterelor punu- 


| | 
i m 
i [5 
lo ge, 
E E 
Fig. 1-10 


tul U. Numărul real ce-i corespunde va fi numit suma numerelor s și £ și VA 
fi motat s + £ (vezi şi figura I-41 pentru un alt exemplu). i 

Aurel, 1,35 4- 2465 = 4,003 la fel, (—1,85) + 3,85 = 150 și 2 kr = 
= AA Bat 4,555... 


În acest mod, dacă adunăm două numere raţionale, ca numere raţionale: 
sau ca numere reale, obținem același număr ca rezultat. Din această cauză 
spunem că adunarea numerelor raţionale se extinde la numerele reale. 

Adunarea numerelor reale ase aceleaşi proprietăţi ca şi adunarea nume- 
relor raţionale. Anume: 

1) Este comutativă: s + t = 1+ s, -pentru orice numere reale s şi £. 


2) Este asociativă: (s+1)-+u=s+(t+u), pentru orice numere 
reale s, £ şi a. 


3) Numărul O este element neutru pentru adunare; adică 
3+0=—s5=0+s, pentru orice număr real s. 

4) Avem s + (—s) =0 = (—s5) + s, pentru orice număr real s. 

5) Dacă s <t, atunci s++u<t-țu, pentru orice numere reale s, £ 


şi u. 

TEOREMĂ. Fie s un număr real. Dacă t este un număr astfel 
încit s+t=0=t+ ss, atunci teste egal cu opusul lui s. (Altiel spus, 
singurul numâr t ou proprietatea că s 4 t = 0 = 1 + s este opusul lui &) 

Demonstraţie. Opusul im s este notat —s. Să scriem —s=0-+ 
+ (—5); dar 0 = + s, de unde —s = (6 ++ 5) + (—s). Folosind nsocia- 
tivitatea adunării, obținem —s = £ + (s + (—s)), de unde —s=2+0, 
adică t = —s. Teorema este demonstrată. 

La fel putem dovedi că —(s + £) = (—s) + (—0). 

TEOREMA. kie s, t două numere reale. Atuhci |s +1] < 
+ el 

Demonstrația se reduce la examinarea următoarelor cazuri: 


a) s,t>0;b)s>0,t<—s;c0)s20, —s<t<Oşid)s,t< 
< 0. Încercaţi! 


I+ 


Fie s, £ numere reale. Există un singur număr real z astfel încît s = 4 
+ 2, anume z = s + (—6). Acest număr real va fi numit diferența dintre s 
şi £şi va fi notat s—t. 


Definim scăderea numerelor reale astfel: 
s—1=s+0; 


observăm că scăderea poate fi înlocuită de către adunare. 

Ce fel de număr este |/2 41 = 1,414... + 1=—2,414...? Raţional sau 
irațional? Dacă ar fi raţional, adică dacă /2 + 1 = a € Q, atunci am putea 
scrie /2 = a — 1, iar a — 1 este un număr raţional. Contradicţie. Deci 
Vă + 1 = 2,414... este irational. 


TEOREMĂ. Fie s un număr irațional, iar a un număr șaţional, 
Atunci a + s este irațional. 


Demonstraţie. Daca am presupune că a + s = 8 € Q, atunci s= 
=b—a e Q, contradicţie. Deci a + s nu este raţional. 


Această teoremă scoate în evidenţă noi exemple de numere ira- 
ţionale. Astfel, 2 — 41 = 1,414... — 1 = 0,414. x =06 


5 
3444... = 2541... —4 — VE = — 11 — 14782... 2,832... sint 


numere iraționale. 


Obseroaţie. “Teorema nu ne spune nimic despre numerele de forma 


VI+ Vă, n—Va et. 


EXERCIȚIU REZOLVAT 

Aproximaţi ca numere raţionale, cu eroare de o sutime, numărul real 
m + V/3. 

Rezolvare. Vom aproxima mai întli cu eroare de o miime (1) numerele 
= şi 3. Deoarece n = 3,1415...» putem să-l aproximăm cu p = 3144 (cu 
eroare de o miime). La fel, avem //3 = 1,7320..., deci îl putem aproxima 


cu r = 1,732 (cu eroare de o miime). Numărul real ze +- Vă va îi aproxi- 
mat cu eroare de o sutime de p + r = 4,873. 


EXERCIŢII 


1) Serieţi numerele reale |/3 — 1, V/05; V/5 — 4,54 şi 3,86 — In 
„ordine crescătoare. 

2) 'Aproximaţi prin numere raţionale; cu eroare de 0,04 numerele: 

a) /3 +02; bVI+V3;)V2+V/5. 

3) Care dintre următoarele propoziţii este 


a) VI F3=VI2+Vă bV5 


Fio s un număr real, iar a un număr rațional ce aproximează pe s 


1 
cu eroaro de 05; avem asttel a zip < 2 <a-taga» ta — 705 S 


1 : 1 
<s—a 10% Altfel scris, |s—a| ai roi 


Fie b o aproximație a lui t, cu eroare de 5 Deci |2—5|< 


on" 
< _ Folosind una dintre teoremele demonstrate mai inainte, obi- 
nem| (s + —(a+3)|=l(s—a0)+e—blsls—alrit— 
—v | a Î- pa. Cu alte cuvinte a +- b este o aproximaţie 


4085 403. 401 


a lui st, cu eroare de Bai (vezi figura 1.12). 


as E ES 
[) AN CN z:5 N 
3 i sot 


Fig. 1.12 
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De exemplu, 1,414 este aproximaţie a lui V/ 3. iar 3,141 a lui m, 
ambele cu eroare de o miitme. Putem spune că 1,414 + 3,141 = 4,555 


este aproximaţie a lui |/2 + x, dar cu eroare de o sutime. 


EXERCIŢII 


1) Aproximaţi cu numere raționale, cu eroare de 0,04, numerele reale: 
a) V2+V/3; Vă; r+V/8. 
2) Dovediţi că |s—2|s |s|+ Ie], pentru orice numere reale s şi î; 


aproximaţi apoi prin numere raţionale, cu eroare de Top» numărul 
V3-vă 
ÎNMULȚIREA ŞI ÎMPĂRȚIREA 


Inmulţirea numerelor raționale se extinde Ja numerele vealo. Astfel, 


1,1:0,65 = 0,715; la fel, (—2,4): (2,5) = —6,00 şi 17-24 al4... -2 = 
= 2,828... . Verificaţi că V/2- m = 1,414... - 3441... = 4441... 
Înmulțirea numerelor reale are proprietăţile: 
1) este comutativă 
2) este asociativ 


3) numărul 1 este element neutru pentru Inmulţire: s- 1 Ls 
pentru orice număr reul s; 

1) este distributivă faţă de adunare, adică s- (4 u) tb su 
pentru orice numere reale s, £ şi u; 

5) orice număr real s 7 0 admite un învers-L (mutut și 533); acesta 


este singurul număr real cu proprietățile s:-L=1 —L-5 (alttel setis, 
5 3 
sii); 
6) dacă s < şi n >0, atuni 
st gi u. Dacă s <tşiu<0, 


-u <t-u, pentru orice numere reale 
s-u>t-u, 


Împărțirea numerelor reale se definește cu ajutorul înmulţiri 


CL 


pentru orice numere reale s și £4 0. 
În loc de s:£ se mai folosește și serierea sub Mformă de fracţie: 5. 


ar, în general, această fracţie nu mai reprezintă un număr raţional (1) 
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Două numere reale de forma V/a şi /5, cu a şi B numere raţionale 
pozitive, se Inmulțeso astfel: 


Vâ-V5 = Vad 
şi se impart asttel: //a : tdi în 


Deoarece notăm |/a : /o= ve, ultima regulă se mai poate scrie şi: 


Vaa. 
V3 D 
De exemplu, /2:- /3 =V/23=V/6 
şi V2:V/3= V2:3 
ceva co. se mai serie V2 = E 


Să observăm că a calcula (aproximativ) produsul /2: V/3 este 
mult mai dificil dectt a calcula numărul |/2-3, cu aceeaşi eroare. Do 
exemplu, folosind tabelul de la sfirşitul manualului avem V/3: /3= 
= 1,4142... - 1,7230... iar /253=V/6 = 24494... se obține direct 
din tabel, fără a efectua produsul de numere zecimale! 


Să ne amintim că V/a? = |a | pentru orice număr rațional a. De aceca, 
dacă a >0, atunci (a: Va =/a = lal=a, sau Va: Va=a (pentru 
a >0)). 


De exerapiu, Vă: V2= 2, Va Vas, i-a; Vă 
= 


De asemenea, |/a:|/a=1 (pentru a >0). 

Să caloulăm de exemplu ]/ 2.- V/6;obţinem ca rezultat |/2-6 = |/î2. 
însă 12 = 22-3; deci /Tâ= Va =. Vă=2Vă 

Aşadar, Vâ-/6=2V5. 

AI spanac VI8- /10 = V/180=— VI RE. pă. /5= 

-3-V/5=6V/85. 


îi oa ca că dacă unul dintre factorii de sub radical apare la pătrat, el 
poate fi scos de sub radical. 


EEE eu 


Deci putem 4 A în acelaşi mod şi cu factorii numitorului. 


OBSERVAȚIE. Nu este însă adevărat că Va" =a Vb; de exem- 
plu, luind a = —2 și b =3, avem a2-b =12, iar V/î2 ș —2V/8. Stabi- 
liţi formula corectă de „scoatere de sub radical“. 

în loc de „rădăcina pătrată a lui a“ se obișnuiește să se spună, mai scurt, 
„radical din a%. zi s 

De obicei numărul real |/a-+ V/P nu poate fi scris într-o formă mai 
simplă (nu poate fi restrins). 


EXERCIŢII 


1) Scrieţi mai simplu; scoțind factori de sub radical: 
a) 38; b)_V20: o) 2%; d) V33; e) 18; 1) V/72; ș) V3%; 
n) V/50; î) V/135; i) V/500. 


2) Scrieţi mai simplu: 


2) 3/8 b) 3/20; 0) — VA; d) — V/300; e) —5//20; t) ja; 


[2) | Eă h) E i) 2. 


3) Ce proprietate a înmulţirii numerelor reale ne permite să scriem: 
8: (4- VI) =32- VI 
(Î) Restringeţi: 
2) 6V/5—3V/5; b) 2V7+3VT; 9) 5V2+4V/23)a) 3/3 — 
—5V3+8V3; e) 8p/7—3V7— 4/7. 
Restringeţi: 
a) 5 VIi+8+2V/Tî; b) V/5—54+3V/5+1; 0) ÎL pa-3+ 


d) 44 /3—06y/3+ 053. 


6) Scrieţi mai simplu: 

a) VE+ Vă b)V/27 + 5/8; 0) VI8+ 2/50; d) 27 — 2/13; 
e) V50 — 45 — V/32+ V/320. 

7) Care dintre propoziţiile ce urmează sint adevărate? 

a) VE â=V3- Vă; b) VIFI=V3+Vâ; 0) VS=V2+ 
+2; sd) V2:5 ele e) V/0:5=0. 

V5 
8) Scoateţi factorii de sub radicali: 
|2 > V8; o Vi, EIRRI | Ka TEEI 

Sa EI E so | so: o) is: 

9) Ionel a scris pe tablă „a V/2 = V/2a%. Este corect? 
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10) Arătaţi că numărul Vâ:2 Sa este inversul lui |/Z. 


11) Care este mai mare: 
9 3/3 sau VI; b) 5 VE seta VS; 02 VBeau3 Vi d) ae 
sau E 502 
12) Caloulaţi: 
Va: VE-VR; D(V3r2-3V8 o (V5-V5): 
VI 2 V5-V5+3;9V7 -(3p/7-—6). 
13) Calculaţi: 
a) (V/3— 0-34); DV54+V2 WV5—V2; VI — 


3. VI + p/3: d Q/5 —V/7)- 0V5+ VD; dQV/5— 
—2p/3+ 10): V/3-V/5);D (4/3 —2V/6—1): 2/3 +2). 


PUTERI ŞI RADICALI 


Fie s un număr real, iar n un număr natural. Vom nota cu s" şi vom 
citi ps ridicat la puterea a n-a“ produsul 
8: s-u."s pentru n EN* 
n factori 
%=i pentru s 4 0 

OBSERVAȚIE. Pentru n = 2, objinem ridicarea la pătrat. 

Verificaţi ca exerciţiu că dacă s, ? sint numere reale nenule, iar m, n 

sint numere naturale, atunci: 

1 (s-m=n-n; 

2) smin = m. sn; 

3) smn = (smn. 

De asemenea, verificaţi că pătratul oricărui număr real 7 0 este un 
mumăr real pozitiv. 

Fie s uri număr real pozitiv. Dacă-l scriem zecimal, îi putem aplica algo- 
ritmul de extragere a rădăcinii pătrate. Putem găsi astiel un număr real 
pozitiv t astiel încit 2 = s. Acesta va fi numit rădăcina pătrată a lui s, sau 
radicalul din s, şi va fi notat V/ s. 


EXERCIȚIU REZOLVAT. Să caleulim V V 2 cu eroare de 0,01. Mai 
întii vom aproxima pe V/2 cu eroare de 0,0001, de exemplu prin 1,4142. 
Numărul |/Î,4172 este irațional; el se scrie 1,28...; il putem aproxima deci, 
cu eroare de 0,01, prin 1,28. Acest număr raţional (1,28) este aproximaţie a 
ui / 72, cu eroare de 0,01. 
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EXERCIȚIU 


1) Dovediţi că dacă V/ s este raţional, atunci s este raţional. 
2) Luind V/3 = 1,7320..., aproximaţi pe Vă cu eroare de o sutime. 


ORDINEA EFECTUĂRII OPERAȚIILOR 
CU NUMERE REALE 


În efectuarea calculelor cu numere reale, în absenţa purantezelor, 
ordinea efectuării operaţiilor este cea obişnuită, învățată în clasele n V-a 
şi n Vl-a: mai intii ridicările la putere şi extragerile de rădăcini, de la 
Stinga spre dreapta; apoi inmulţirile şi împărțirile, de la stinga spre 
dreupta; în sfirşit, adunările și scăderile, de la stinga spre dreapta. 

În peezența parantezelor se ține seamă de modul de lucru cu paran- 
tezele, învăţat în clasele anterioare. 

Pină acum am scris în mai multe rinduri 1,4142...; 3,4415...; şi 
altele, pentru a nota numere iraționale. Scriind cele trei puncte în 
Jocul cifrelor care lipsesc, ne-am imaginat că le cunoaştem pe toate, dar 
nu le-am scris efectiv din lipsa spaţiului. Această seriere (c este 
confuză; de aceea, preferăm să folosim notaţiile |/2, z. 


CALCULE CU RADICALI. RAȚIONALIZARE 


Să încercăm să scriem zecimal numărul La. Efectuăm împărţirea 
V2:3 =—1, 4142... : 3; ca rezultat obţinem 0,4714... 


m zecimal numărul — E Este foarte dificil să efectuăm impăr- 


ţia 3: /2=— 38 :14142..., deoarece impărţitorul are o infinitate de cifre 
De aceea preferăm să eliminăm radicalul de la numitor, 
e astfel 


în dreapta virgul 
prin ampliticarea fracției cu V/ 2. Vom si 


3 _a:V/â 
Vă Ma 


Se spune că în acest mod am raționalizat numitorul. Surierea zecimală 


a numărului E VI = 15: 14142... se poate obţine acum prin înmulţire. 


Să raţinalizăm numitorul fracţiei 2/5: ampliticăm. ou V/8. 
Sia a mi AB 9/46 + 34 3/5 
2/6 2-V/6:-y/6 2-6 â 


Să raţionalizăm numitorul fracţiei a ae amplificăm cu J/5. 
> 


3V6_3-V6-V/5 _3- VB _aV/30_3 ra 
2p/5 2-V5-:V/5 2-5 10 10 
In general, din Ia: prin raţionalizarea numilorului se obţine scrierea 


a 


„ sau ES Aa (a fiind număr raţional pozitiv). 


OBSERVA ȚIE. Raţionalizarea numitorului se justifică doar dacă 
dispunem de tabela de rădăcini pătrate. Dacă nu dispunem de o astlel 
3 


de tabelă, calculul efectiv al cifrelor numărului 


=de exemplu, tru- 


ES 
puia Iaurt aabiele aa |E-- D834 


aplicată metoda de extragere a rădăcinii pătrate numărului 4,5. 
Cum scriem mai simplu produsul (V/3 — 5) - (2 + V/ 2)? Ţinind seamă 
de distributivitatea înmulțirii faţă de adunare, avem: 
(Va -—5)- (2+ V23)=V38-:2+p/ă- pâ-—s5:2—5-/2= 
= — 10 — 5/3 +2V/3+ p/6. 
Produsul (75 + /3)- (82 p/5—3W/3) se scrie şi astfel: 
W5+V3).-Qp/5—3p/3) =ps-2V/5—V5:apvă+ 
+ 52/55. 3/8 10 3/15 +2 VB —9=1-V/ 
OBSERVAȚIE. Este evident oă 1 — |/ 15 este mai uşor de scris 
zecimal —2.87 (folosind tabelul de la sfirşitul manualului) decit 
produsul (V/5 + V/3) - 2/5 — 3/3) = 3,968... -(—0,724...). Dar, 
folosind tabelul chiar şi suma — 10 —5 734 2/3 + /6= 11158... 


se si zecimal mai uşor decit produsul (Vă —5)-(2+V/2) = 
= —3,267... "3414... . 


Să seriem mai simplu produsul (3 + V/10) - (3 — W/10). Procedăm la 
fel ca mai sus: 


(3+V10)-3—VD) =3-3—3:-VD0+3:-V/B-VB.-V/i= 
=9—10 —1. 


trebuie 


Observăm că obţinem ca rezultat un număr raţional. 


În general, efectuind produsul (a + /5)- (a — V/5), obţinem ca 
rezultat numărul raţional a? — b (a şi b fiind numere raţionale). 
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— 


SEE maslerăai mărul real —— 2 —; numitorul său este irațional. 


2=V3 ra 
"Vom raţionaliza numitorul prin amplificare cu 2 + Va. Pa 
Scriem astfel: Dă 5-(a+ 8) ___s:ax+5-V/8 
2—-V3  a—V3)-a+ 3) 223 
= 1955/3104 5/3. 
La tel, Dee za + 5 4 7-4+7-V5 _ 
4—V5 Uu-—V5)-4+V/5) FITI 
28+7y/5_28,7./e 
Ce ii val A: 
Alt exemplu: 


4V/2—V3 _4V/2-V3):W/2-—3V/3) 
V2+3V83 (p2+3v3):(V2—3//3) 
= AV2 V3—4 2-33 V3-Vâ + V3-ay/ă 
Va: pa Va-3V3+3V3: VI23y/3-3V/3 
= B—12/5—VE +9 17 — 13/6147 13 pg. 
5 


2—3V/6+3y/6—27 —25 
EXERCIŢII 
1) Raţionalizaţi numitorul: 
i) = deep) telur) Ec pe eye Lose st 
V15 Vs! vii pia Vs3 V5 
2) Care este mai mare: 
fina 5 
pă Aa a oi za Dia 
sau BR ră 
3) Completaţi tabelul 
a | 22-a Ja — V2| a—a2va ta —2 Va 
va | 
ef 
Vă 
|_Va+va | va-va 


4) Sint adevărate următoarele propoziţii: a 

a) VIA =V4+ VB; b)V/33—2 >Vă +2; 02/71 >V/27; 
4) 7— Vâ=4+2V2 

5) Sorieţi într-o formă mai simplă numerele: 

a) V/800 + 2200; vb) 8sV/3+ Vă; o a+ Va 
—4V/50. 

6) Calculaţi: 

a) (6V5—2Vd(sV/3+5V/3; b4V/3—2V/5-(V/3+ 
+ 2/5); o) (4 — 2V/10) - (4 + 2/10). 


7) Raţionalizaţi numitorul: 

Ap Ap ap-0VE speta, ep Moliaă 
1+V/5 2—V56 3+V5 V5-—s Va+3 

8) Raţionalizaţi numitorul: 

V5—V3 ,pVS+VI, e) sV/2—2V3, 

VS + Va VI—2V3! Va +/3 

9) Efectuaţi calculele: 

2) 85 +(3V/5 —2V/3) - 35; b V3+ V2:V3 + V2: 
VI + VI; SVI+VD-6—2VD-u +7). 

10*) Sim lifioaţi, sorierea Va DE + Via Di, unde a şi b sint 


numere raţionale, a >b. 


d) 2/8— 


a) 


7. PARTEA ÎNTREAGĂ A UNUI NUMĂR REAL 
Am învățat tn clasa a VI-a că partea întreagă a lui — este — 2, iar 


a lui —1,5 este tot —2; |= 2] = —2, [4,5] = —2 (vezi fig. 1.13, a). 

Fie s un număr real. Cel mai mare număr întreg m, care este mai mic 
sau egal cu s, va fi numit partea întreagă a lui s şi va fi notat [5]. 

stie [4] < s, însă [s] + 1 > s. Toate numerele reale mai mari decit 1 și 
mai mioi decit 2 au partea întreagă 1. De exemplu, [V/2] = 1 (citim „partea 
întreagă a lui V/2 este 1%) și [//3] = 1. Dacă m este un număr întreg, 
atunci toate numerele reale mai mari decit m şi mai mici decit m +1au 
partea întreagă m. 

De exemplu, [— /2] = —2 (vezi figura 13, a); [n] = 3; -m]=—4 


[5 + Vâl= 2, căci si + Vă = 24642... 


IÎntrucit [m] = m pentru orice număr întreg m, să observăm că [[s]] = 
= [s] pentru orice număr real s. 
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iii 275 
3 Ie = îi i 
2 
a] 
[ EI [A IE RT 
» 
7 = 
e Biz s BI 53 
[2 
Fi. LAa 


EXERCIȚIU REZOLVAT. Pentru orice nimăr teal s, avom [5] + 


+ +a 


Rezolvare. Avem [5] < s < [5] + . Distingem două cazuri: (vezi 


fig. 113, b şi €). 


Cazul 1: s<tr i 


î Tiaaeaui cas ee E < [5] + 1; deoarece 


[5] < s+ E < (e + 1], rezultă [+ ia z]- [5]. Pe de altă parte, avem 
25] < 2s < 2[5] + 4, de unde (25) = 2i5]. Eralitatea se verifică. 
Cazul 2: s > (5]-+ A. Rezultă 2[5]-+ 1 < 25 <2[s5i+ 2, deci 


[25] =2050 +1. Pe de adtă parte, [5] <s+ E < fs] +3 „da 


unde [+ ape 3] [5] + 1. Şi în acest caz egalitatea se verifică. 


EXEROYȚII 


1) Verificaţi că [3 — V2]=0; [n—V/2— V3]=—4; rl= 


= 27]. 


2) Dovediţi că [s + 2] > [5] ++ [4], pentru orice numere reale s și r. 
3) Este adevărată propoziţia: [5 -+ 1] =(5] + [4] pentru orice s, t reale? 


Daţi un contra-exemplu. 


4*) Arătaţi că, pentru orice număr real s, avem: 


a) (51 +|s + seat a 


(Indicaţie: luaţi s = 211) 
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8. MEDIA ARITMETICĂ ŞI MEDIA GEOMETRICĂ 


Rio s şi £ douii numere reale. Media lor aritmetică este numărul real ce 
se obține împărțind la 2 suma lor: 
tal & 


Ma EI 


In general, fie su, Sa, --:> Sn numere reale (n > 2). Media lor aritmetică 
se obține impărțind suma lor la numărul lor: 
Sat Sat et Sa, 
n 


Ma 


Media uritmetică a n numere reale este mai mare decit cel mai mic dintre 
numere şi este mai mică decit cel mai mare dintre numere. 

Fiv s, t două nurmere reale pozitive. Media lor geometrică este numărul 
real ce se obține extrăgind rădăcina pătrată din produsul lor: 


mpa, 


Tie numerele 2 +4 2 şi 2— V2. Avem 2—V/2=0,5857.. < 
< Vă < 2 < 34142... = 2 + V2. Media aritmetică a numerelor este ma = 


PE E ae) at al IE ip ; media geometrică a lor este m, — 


= Vă. Putem serie astfel: 2 — 


= VE+VABe-V2 =vâ— 
— VI < mg < ma <2+V2. 

La fel ca media aritmetică, şi media geometrică a două numere reale 
(pozitive) este mai mare decit cel mai mic dintre numere şi mai mică decit 
cel mai mare dintre numere. 

De asemenea, media geometrică a două numere reale (pozitive) este 
mai mică sau egală cu media lor aritmetică. 


EXERCIŢII 


1) Aproximaţi media aritmetică a următoarelor numere reale, cu eroare 


de 5: 2) 1,446 şi 0,245; b) 2 şi 6,33; c) Vă și Vă. 


2) Calculaţi media geometrică a următoarelor numere: 
a) 2 şi 8 b) 2 şi â; c)4— VI5 şi 4+V/15; d) Văşi2 pă; 
e) 3+ V5şi3—V/5. 
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3) Completaţi tabelul: 


s 2,8 â s4 
i 3,5 1,6 3 
s+t 
= 5 
ma i 
m= Vs 2 


Indicaţie: folosiţi tabelul de la sfirşitul manualului, 


MĂSURĂTORI APROXIMATIVE 


Miăsuraţi cu o riglă gradată lungimea segmentului AB din figura 1.44. 
Comparaţi cu rezultatul măsurătorilor făcute de către ceilalţi colegi de clasă. 

Majoritatea vor spune că au obţinut ca rezultat al măsurătorii 5, cm; 

unii vor da ca rezultat 5,2 cm, alţii 

A? poate vor da ca rezultat 5 om. 

Care este răspunsul corect? Credeţi 
că poate cineva să măsoare exact? 

Nici unul dintre răspunsuri nu este exact, dar toate trei sint corecte (9 

Puteţi spune rezultatul măsurătorii, cu eroare de o sutime de milimetru 
(sau chiar de o zecime de milimetru)? Evident, fără aparate de măsură de 
precizio mai mare, nu (1) 

Să presupunem că patru elevi au măsurat cu rigla lungimea segmen- 
tului: AB (figura 1.14) şi ne comunică rezultatele: 


54 cm; 52 om; 5 cm; 5l cm. 


Răspunsurile nu sint exacte. În practică, se consideră că media arit- 
metică a mai multor măsurători ne dă un rezultat mai exact decit rezultatul 
unei singure măsurători. 


dn easaBIc otel aneap bre 0 memiia aiba otiait e Ii etărirOuI sis, 


4 
= 5,425 cm este lungimea segmentului AB. 
â 8 22 5 [i 
Fig. 1.15 


Măsuraţi cu o riglă gradată, ou eroare de 1 mm, lungimile segmentelor 
AB, BC, CD şi DE din figura 1.15. Veţi obţine probabil ca rezultat, pentru 
fiecare dintre segmente, lungimea de 2,1 cm. 

Măsuraţi acum lungimea segmentului AF; comparaţi cu 4: 2,4 cm = 
= 8,4 cm. Puteţi explica ce se întimplă? 
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9. EXERCIŢII CU NUMERE 


Acest paragrat conţine exerci! 
despre numere.* 
Subliniem încă o dată faptul că operaţiile aritmetice se pot face în 
diverse mulțimi de numere: naturale, întregi, raţionale, reale. 


i ce acoperă aria cunoştinţelor de bază 


OPERAȚII ÎN MULȚIMEA NUMERELOR NATURALE 


DD Eteotuaţi adunării 

2) 5 -+- 206; b) 472 -+ 86; c) 9001 ++ 910; 4) 11.001 ++ 1041; 6) 7294 
+ 2-4 456 + 72004. 

2) Aflaţi numărul care este cu 576 mai mare decit 818. 

3) Calculaţi binar (în baza 2): 

a) 1014 10; b) 11001 + 1011; 6) 1110 -+ 1110, 

4) Efectuaţi scăderile: 

md 740 422; b) 3271 — 3070; 0) 142 — 140; d) 10001 — 999; 
0) 3.035 — 974; 1) 720 _— 720; g) 172 431 — 72 458. 

5) Intr-un vas sint 725 1 ulei; vrem să turniim uleiul în alte două vase, 
intro căre unul are. capacitatea dei 500 1. Ce capacitate minimă trebuie să 
aibă cel de-al doilea? 

6) Efectuaţi inmulţiile: 

2) 176: 10; b) 28- 24; e) 175: 42; d) 103: 101; 6) 1736-25; 1) 732: 
24042) 1423 - 200; h) 1 400.- 1 200; î) 7524736; î) 7021001; k)3:8. 
500), Î) 8-7. 300. 

7) Caloulaţi binar: 

a) 11-10; b) 1001: 110; c) 1001-1001 

8) Caloulaţi suma numerelor naturale mai mici decit 1 000. 

9) De pe un heatar cultivat cu porumb se string G 400 kg porumb. Cite 
tone de porumb se string de pe 42 000 ari? 

SP Eat Badea, a, 

a :1.000; 242; :45; 24:32; : 
1151 9) 166,375 : 3025, ) 30) 228, si) 03/45 pa ie) 4208 404 

11) Aflaţi citul și restul împărțirii întregi: 

a)88:5; b) 125 :17; c) 8423 : 231; d) 1024: 64, 

12) Arătaţi care dintre propoziţiile: următoare sint false şi care sint 
adevărate: 

2) 42 = 24; b) 30-84 — 87; 0) Bi — 212; d) BI 25054; 6) (22)9 — 229, 

13) Calculaţi suma tuturor puterilor 2" cu n € (0, 1, 2, 3, 4, 5). 
Comparaţi ou puterea 26. Ce observați? 

14) Stabiliţi valoarea de adevăr a propoziţiilor: 

a) 25 > 32; b) 86 43; 0) 4 >5t 

15) Efectuaţi: 

ra e lei e cae D) 9 ee ana E ar aia alie 
an 000797 dr pri D) 59:60 +3: o) a or sapa; 


= O parte din acest paragrat a fost întocmită cu sprijinul tuv. prof. 1. Ligor. 
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16) Calculaţi suma divizorilor numărului: 
a) 20; b) 24; c) 28. 

17) Descompuneţi în factori primi: 

a) 124; b) 1 232; c) 1 089; d) 3 249; e) 100 - 27; 1) 114 - 15; g) 12-27-50. 
18) Aflaţi cel mai mare divizor comun al numerelor: - 
a) 200 şi 1000; b) 4 444 și 3249; c) 24, 36, 72 şi 144. 

19) Aflaţi cel mai mic multiplu comun al numerelor: 

a) 48, 24 şi 25; b) 12, 21 și 45; c) 18, 60 şi 90. 


OPERAȚII CU NUMERE ÎNTREGI 


20) Efectuaţi calculele: 

a) (—5) + (—2); b) (—5) ++ (+10); e) (CHA) ++ (2-10) — (—12) — 
— (027); d) (+36) — (—42) + (F44) — (4-24) + (—08); e) (—12) — 

(14) — (—9) — (0-16) — (—8) — (HU). 

21) Efectuaţi inmulţirile: 

a) (—5)- (+5); b) (—4)-(—6); 0) (4-24) -(—30); d) (+4): (15): 
*(—42); e) (—3)-(—5)-(—8)-(—3). 

22) Sint adevărate propoziţiile: 

a) (—2)0 + (—2)1 = 20; b) (—2)5 = (52473 0) 394-321; 
d) (0925 2 CI = CA) (aa 

23) Calculaţi: 

a) 2 — (8 — 415 — 6(7 — 8-99); b) (—4)- (—2)2 + [2 + (—4)7]- 4 


OPERAȚII CU NUMERE RAȚIONALE 


24) Efectuaţi: 

a) 2,71 + 3,29; b) 72,5 — 0,24; c) 24 — 25,2; d) 246,2 — 247; e) 7,25 — 
— 72,5. 

25) Efectuaţi: 

a) 24,32 -10; b) 1,003 - 10000; c) 0,04 -103%; d) 12,5 - 0,12; e) 02-04; 
1) 32,5 + 2,4; g) (0,3)%; h) (0,195; î) 4,2 - 4,3 - 1,4; i) 9,604 - 0,007; k) 56,25 - 0,75. 

26) Sorieţi sub formă de fraoţie ireductibilă (simplilicaţi): 


5 120 E 720 154 
i pate Sa a) a e, 
as: Paco: O) ai: d aaa00: ) 132 
27. Calculaţi 
Di) 15__3 17 __43 3_7 3 5 
si A seră e pe 
teo aze i bl) ar oa AC vro Mb psaiia 0 ar 
Ba 8 iaz 8007 stăiizen a Ba 
1) =.=: 25:—; h Ba E : — —. 
gg: 2 pr Spa ei Dior Er, 


28) Calculaţi: 
1 
aaa pd lorla+ 


Deea Pr ar Bi 4) a a (ast [aa (1cz)]]e 


29) Aa pe o sută de hectare irigate, o cooperativă agricolă de producţie 
a obţinut 628 t porumb; de pe celelalte două sute de hectare cultivate cu 
porumb, neirigate, cooperativa a obţinut 785 t porumb. Cit porumb a obţinut 
cooperativa, în medie, la hectar? 


OPERAȚII CU NUMERE REALE 


30. Aproximaţi pe V/5, prin numere raţionale, cu eroare de 0;01. 

31) Efectuaţi: 

a) 5V3—4V3;b)2y/7—2y7; 03V/8+4y/5-6//ă; 
d)6 /2—3p/3—2py/3; e) 2/50 — y/98—3y/3. 

32) Anaţi valoarea de adevar a propoziţiilor: 

a) 2V/3= 6; b)2V/5= pV2; c) Vă=1â1;d)2y/2>8; 
e) 3 V/2>2Vy/3. 

33) Efectuaţi îinmulţirile: 

a) (2+ V/5) 2—V/5); b)(V2—V/3)- (V/2+V/3); 92 p/5+ 
+DeV/5—10); 9 ap/3—3)0p/3+3); e) (2+2//5)(9—4//5); 
DWV2+ VA e V2—V3; pG+ VB) G3-V/5). 

34) Scoateţi factori de sub “radical: 

a) V/150; b) 2400; c) 48; 4) V/86; e) V/3zi, unde z este 
un număr real. 

35) Introduceţi sub radical: 


a) 3 /2; b) 9/5; 0) 6V/0ă; a) 3/05; 24 


36) Restringeţi: Vaza Ep Vs RA gr Va + 


37) Bajionalizaţi numitorii: 
pet pippo ele) a e UE) 

Va Va V'6 va paz vs 
33) Raţionalizaţi numitorii: 

1 1 5 1 

ri ; bi = 5 0) = ; ră 

5) pa aaa e Pa 0 ZE ai d) Sas: 
a ale 


Vs —y/s5 
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39) Efectuaţi calculele: 
2 0—V3R+a2V3; 2 pă 04/35 95 VI+4— 
— V2 03/32; VS VO: Va- Wa va 


40) Aproximaţi cu eroare de 0,01 numărul real /V 


10. ECUAȚII LINIARE (DE GRADUL 1) 
CU 0 NECUNOSCUTĂ 
Să ne reamintim că ecuaţiile sint propoziţii cu variabilă. De exemplu 
x€e(—1,1,2,4);, 
xyeaQ 


x€EeR 


sînt ecuaţii. Dintre acestea, prima şi a treia sint cu o singură variabilă, iar a 
doua este cu două variabile. Variabila intr-o ecuaţie se mai numeşte şi necu- 
noscută. Vorbim astfel despre ecuaţii cu o necunoscută, cu două necunoscute 
şi aşa mai departe. Pentru notarea necunoscutelor se folosesc de obicei lite- 
rele de la sfirşitul alfabetului: x, Y> Z>...- 

Am învăţat în clasele anterioare că a rezolva o ecuaţie înseamnă a găsi 
mulţimea tuturor soluţiilor sale (mulțimea de adevăr). 

De exemplu, 1 este soluţie a ecuaţiei 


3 3 


a m ca 
4 4 
deoarece inlocuind necunoscuta X, în enunţul ecuaţiei, cu 4, obţinem o propo- 
ziţie adevărată. Dimpotrivă, numărul 2 nu este soluție a acestei ecuaţii, 
deoarece înlocuind pe x cu 2, obţinem o propoziţie falsă. 
Observaţie. În cărţile mai vechi se scrie că ecuaţia 2x = 4 are „soluția 
x = 2. Corect este: ecuaţia 2x = 4 are soluţia 2, dacă am presupus că xER 
(sau aparţine unei mulţimi ce-l are pe 2 ca element). 


„x€ER, 


EXERCIȚII 


1) (oral) Spuneţi care dintre ecuaţiile de mai jos este cu o necunoscută 
şi care cu două necunoscute: 


2 + =y-2G ve); b)x—Z—5=0, yen); 9) 1— 
— xx x—1(xE2); dry tz=0( ze); 0) Vă+ 
+ V3(x—1)=2(xeR). 

2) Scrieţi exemple de ecuaţii cu o necunoscută x. 
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3) (oral) Propoziția cu variabilă 2x —4 = 1 —5x —4, x € R este o 
ecuaţie? De ce? i 

4) Care dintre elementele mulţimii (—4, 0, 1, 2, 3) este soluţie a ecna- 
jale la) adi 2x42; by ==; [a Se ui 
—4,.0, 4,2, 3 este soluţie a ecuaţiei: 
x: x? 


5) Care dintre numerele 
a) 2x2—1 =: b) x:x—1=45 0) 2x41: 
DEFINIȚIE. Vom spune că două ecuaţii cu o necunoscută sint eehiva- 


lente dacă au aceeași mulțime de soluţii. 
De exemplu, ecuaţiile 

a, x € 40, 1,24 

şi x:x—4=0, x € 40, 1,2) 


sint echivalente; ambele au o singură soluţie, numărul 2. 
La fel, ecuaţiile 3x=5,x€ , ?, 2, =] 


5 

3 
Ecuatiile 2x = 4, xER şi x=—2, xE R sint şi ele echivalente. 
BXEROIWȚIU, Decideţi dacă ecuaţiile de mai jos sint echivalente 

sau nu: a) 2x—1=0, xEQ şi 2x—1=0, xEN; b)2x—1=0, 


xeeşix=-, xeQ; c)4x1+4=0, xeZ şi —r—4=0, xeQ. 


şi x=—, xE Q, sint echivalente. 


In clasele a V-a şi a VI-a am rezolvat ecuaţii în care necunoscuta putea 
să ia valori în mulțimea Q a numerelor raţionale sau în submulţimi ale ei. 
De acum înainte vom considera că necunoscuta unci ecuaţii ia valori reale. 
Mai precis, dacă nu se specifică nimic, vom considera că x € R. 

Una dintre cele mai simple ecuaţii liniare cu o necunoscută este 

x—1=0,x€eR. 


Această ecuaţie are evident o singură soluţie,anume numărul real 4. 
O ecuaţie de forma 


ax+b=0, re, 

unde a şi b sint numere reaie, iar a 7 0, va fi numita ceuaţie liniară cu o 
necunoscută (sau ecuaţie de gradul 1 cu o necunoscută). 

In rezolvarea unei ecuaţii (a cărei necunoscută ia valori în mulţimea 
numerelor reale) putem folosi următoarele proprietăţi: 

Proprietatea 1. Adunind la (sau scăzind din) ambii membri ai unei 
ecuaţii acelaşi număr real, obținem o altă ecuaţie, echivalentă cu prima. 

Proprietatea 2. Înmulţind (sau împărțind) ambii membri ai unei ecuaţii 
cu acelaşi număr real, diferit de zero, obţinem o altă ecuaţie, echivalentă cu 
prima. 
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EXERCIŢIU REZOLVAT. Să rezolvăm ecuaţia 2x —1=0, xER. 


Adunăm la ambii membri nuriărul 1 (pentru a izoia necunoscuta în membrul 
sting). Obţinem ecuaţia 2x = 1, x E B, care este echivalentă cu prima. 
Împărțim ambii membri ai acestei ecuaţii cu numărul 2; obţinem ecuaţia 


xE R, care este şi ea echivale 


tă cu prima! Evident, această 


i ; Fi ri E, E 1 E 
ultimă ecuaţie are o singură soluţie, anume numărul real zi deci prima 


În general, o ecuaţie liniară cu o necunoscută: 
ax +b=0, xeR, 


în care a ș 0 şi b sint numere reale, se rezolvă în două etape: 
1) Scădem din ambii membri pe d şi obținem: ax 


2) Împărţim ambii membri cu a şi obţinem: 


Ultiraa ecuaţie are ca unică; soluție numărul real — 2 și exta echiva= 
a 


lentă cu prima ecuatie. 


ROIPUL 


1) Rezolvaţi ecuaţiile (x E R): 
a) 5x =2; b) 8x—7=0; c) Văx+2=0; 0 Vâx= Vă 


6) Me Ed saii0; 
7 


2) Este adevărată propoziţia: 
„Orice ecuuţie de forma ax + 1=0, x E R are o soluţie“? 
3) Rezolvaţi ecuaţiile: 
2 1 S-a Z 1 
a) $x—p=0, xeR; b) 1459 =75, y€R; c) Va +z=0, 


z€ BR; d) /îx—1=0, xeR. 


ECUAȚII REDUCTIBILE LA ECUAȚII LINIARE 


Să luăm ecuaţia 
2x +a 
în care a este un număr real poziliv. 
Scâdem din ambii membri numărul 5; rezultă 
2x+a—5=5—5, 
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adică 
25x-+a—5=0, xeR. 
i ecuaţiei date pe a; obținem 


Să scădem din ambii membri a 
2x+a—a=5-—a, 
adică - 
2x=5—a, xER. 
Observăm că proprietatea | inseamnă următoarele: putem trece ter- 
meni dintr-un membru in celălalt, schimbindu-le semnul. 
Fie de exemplu ecuația 
2x—2 =3x +1, xER 
S-o rezolvăm, ţinind seamă de proprietăţile 1 şi 2. 
“Trecem in membrul sting toţi termenii din membrul drept; obținem 
2x—2—1—3x=0, xER 


ecuaţie care este echivalentă cu prima; reducind termenii asemenea, această 
ecuaţie se scrie . 
x—3=0, xER, 
care este o ecuaţie liniară cu o necunoscută. Soluţia ei este numărul real —3, 
Deci, —3 este soluție şi a primei ecuaţii. 

Să observăm că putem rezolva ecuaţia și astfel: 

— trecem în membrul sting toţi termenii In care apare necunoscuta x; 
trecem în membrul drept termenii în care nu apare necunoscuta. Obţinem 
ecuaţia 


2x— 3x =1+2, xER 


adică 
—x=3, xER; 
— impărţim ambii membri ai ultimei ecuaţii cu —1; obţinem 
x=—3, xek, 


ecuaţie ce are soluţia —3. 
În general, o ecuaţie de forma: 
ax+b =ex +a, zen, 
unde a,b, c şi d sint numere reale, se rezolvă astfel: 
1) se trec în membrul sting termenii în care apare necunoscuta; se tree 


în membrul drept toţi termenii în care nu apare necunoscuta. Obţinem astfel 
ecuaţia echivalentă (cu prima): 


ax—cx=—d—bd, xEeR 


(a—c)r=d—b, xeB. 


a 


2) Dacă a z e, atunci a —c 4 0. Vom împărţi ambii imembri ai ecua- 
ţiei cu a —c. Obţinem ecuaţia 


dt a xER 
a—c 


care are ca soluţie unică numărul real —2 ; acesta este soluţie și a primei 
FER 


ecuaţii. 
Dacă a =c şi b 4 d, atunci ecuaţia iniţială nu are soluţie; mulţimea 


soluţiilor sale este O. 
Dacă a =c şi b =d, atunci orice număr real z este soluţie a primei 


ecuaţii; mulţimea soluţiilor sale este deci R. 


EXERCIȚIU 


Rezolvaţi ecuaţiile (presupunind x E R): 
Matiz D332 0) tir; 
d) 3x +2 =3x+2; e)2(x+1)—x=x—1; D) Văx—1=x. 


EXERCIŢIU REZOLVAT 


Să rezolvăm ecuaţia: 
(x4+2)-(x—3) =r-(x +1), xER. 
Desfacem parantezele; ecuaţia devine: 
x2—3x+4+2x—6=x+x, x€ER. 
"Trecem în membrul sting toţi termenii în care apare necunoscuta x, iar în 
membrul drept ceilalți termeni. Obţinem ecuaţia: 
xi —93x4+2x—x—xX=6, x€ER. 


Reducem termenii asemenea: 
—2x =6, xER. 

Această ecuaţie este echivalentă cu prima; o rezolvăm; ea are soluţia 
—3; deci şi prima ecuaţie are ca unică soluţie numărul real —3. 

Verificare. Prin înlocuirea lui x cu —3, membrul sting al ecuaţiei devine: 
(—8 4+2):(—3—3) =(010-(—6) =+6, iar membrul drept devine: 
(—3) (81) =(—3)- (2) = +6. 

Am verificat astfel că —3 este soluţie a ecuaţiei iniţiale. 


a 


EXERCIŢIU REZOLVAT 


Să rezolvăm ecuaţia: = a se RN, sa 
înmulţim ambii membri cu x, apoi cu x + 4; obţinem ecuaţia 
4x+ 1) =5x,  xERM—LO 


echivalentă cu prima. Ea se transformă într-o ecuaţie liniară cu soluţia 4. 


EXERCIȚIU 


Rezolvaţi ecuaţiile: 


a) (x 1): (3 2) (a 1-2 xen; 
b) Văyy— 1) =0+0-WVăy+ri,yeB; o) Va 
5 3 


ir vizud xERM-, 1); 


1 S 
a: FERMA 


x E RM, 2); d) 


Re ses 2 
1 


x, 


D) 


EXERCIȚIU REZOLVAT 


Să rezolvăm ecuaţia 
mx—2=x—2m, xER 
în care m este un parametru* real. 


"Trecem în membrul sting termenii cu x, iar în membrul drept termenii 
liberi; obţinem ecuaţia echivalentă cu prima: 


mx—x=2—2m, xER 

pe care o mai putem scrie (m — 1)x =2(1 — m), xER. 

Coeficientul necunoscutei x poate fi şi O (anume atunci cînd m =1). 
Se impune astfel să facem o analiză a cazurilor ce pot apare. 

1) Cazul m x 4. În acest caz, impărțim ambii membri ai ecuaţiei cu 
m—1 şi obţinem ecuaţia 

=—2 xER 

care are soluţia —2. Deci, dacă m ş 1, prima ecuaţie are mulţimea solu- 
ţiilor formată doar din numărul —2. 


* parametru = literă, ce poate să ia dierite valori, dar care în calcule este conşi- 
derată constantă. 
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m == În acest caz, ecuaţia iniţială se scrie 
x—2=x—2, xeR; 
mulţimea soluţiilor ei este R. Cu alte cuvinte, orice număr real este soluţie 


a ecuaţiei. 

Observaţie. În cărţile mai vechi, această analiză a cazurilor se numeşte 
discuţie. Încercaţi să nu folosiţi acest cuvint. Corect: „analizăm cazurile 
ce pot apare atunci cînd parametrul ia diverse valori“. 


EXERCIŢII 
1) Kezolvaţi ecuaţiile: 
5x 
9 


= 5x — 16; D5—7 = 


a ma 40). LUA 2 090 
i bg ai Dara gi d7x—5=9; 0) 9 = 


2) Rezolvaţi ecuaţiile 3 =8 —5x, xER și 9—8x =1, xeR, 
Sint aceste ecuaţii echivalente? 

3) Rezolvaţi ecuaţiile: 

a) 7x —5 =2x +13, xER; b) 11 —8y =13—a3y, yeR; 
9) 5(dz —5) +8 =39, zER; d)3x —2(20 — x) =5x— 8412 x). 20, 
xEeR; e) (15 —y): 4 =10(6 — 2y) — 8(3 — y) + (8y — 148), yen; 


x x=8 x A 32 +4 __5z—1 z+5 j 
[5] rari a a, xEeR; g) 12 CIP 73 2, zER; 
Că At iri) AS Voao e a 
h) Tai acer =0, yeR. 


4) În ecuaţiile care urmează, a este un parametru real. Rezolvaţi-le: 

a) ax —7 =5x +8, xER; b) ax+2x =10+x, xER; o) (+ 
+y)(a+ 1) =2(a+y, yeR. Ş 

5+) Rezolvaţi ecuaţiile: 


E: TEEN RRC! x +7 x+i 
ea Lp de i 9 (19 Ea 9) E Seara pe pe Sere i 
a) De ta XE BRNO); a 73 E CEA 
E i 4 7 5 A 
ze nyj—z: 3); 9 spa ia IERNI, a); 9 Aa + 
3 5 
— m Dea ERN(—3, —2, 0. 
priza (8, —2, 0) 
6) Rezolvaţi ecuaţiile (in numere reale): 
a) V2x—1 =11; b) 8 = V3x—1; c) 2x=Vâx—6; 
d) 4— Văz = Văx—t; c)Văx=1—x; ) Va2+y=1—Vay. 


7) Aproximaţi cu eroare de 0.01 soluţia ecuaţiei: 
a) V/3x — V2=V5,xen; bWV2x+1=VI-—x, xea, 
0) /5x —1 =Văx, xeR. 


a4 


IN a 


8) Rezolvaţi ecuaţiile: E 
a) 38x—5=1; b) 244 4x=—3; c) —3x-+4—29; d) 9—2y=17 


2) 10y +43; Day 10; 9) Sa 2 —a, 
9) Rezolvăţi ecuaţiile: 
3) 4X-42(03 4) = 4304) Dos Lala 
a 10 5 4 6: 


(A 5 
2) 42012); 0) 6-5 x Li o) sar 


sr Arad; DI D=) — a — ni n) (8-59) 


a 
—7(3— = 
10) Rozolvaţi ecuaţiile: 
A3+-x 3x—46_ 10, La is 
totzi DP) axa) Aosta 
=40)-28107. 0) os — St 100. 
11%) Rezolvaţi ecuaţiile: 
a) (xD (a3) = xD) (ar) +; b) Qx+)s—3)= 
= (342) 0x— 1) — 13; 0) (x 0) G— 00341 
DA (x — 8 = (x — 024 (+ 8); e) (3x24 2)2 + (Ax — = (5x+ 
373 
12%) Rezolvaţi ecuaţiile: 


a) „5-7 13, 3x45. a 


ae N În d); AXE, 


3x—4 19! 6x—7 5x x? xi 
2x—42x 3x 2 
ic aia lb) pda SP NB EET 


(Indicaţie: stabiliţi mai intii mulţimea în care ia valori necunoscuta.) 
13) Rezolvaţi ecuaţiile (în care a este un parametru real): 
a) ax +1 = a; b) 3x— 4a = 1; 0) ax = x—7a; d) axta=1+x 
14) Pentru ce valoare a parametrului real a, soluţia ecuaţiei Sax = 


= 3a + 2x' este 2 


15*) Aflaţi valoarea parametrului a pentru care ecuaţiile ax +- 14 = 
= a şi 2a(1 —x) = 1 au aceeaşi soluţie. 
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- DWIORĂRI PENTRU VERIFICAREA ÎNSUŞIRIE 
UNOR CUNOȘTINȚE DE BAZĂ 


LUCRAREA I 


1) Scrieţi sub formă zecimală numerele raţionale: 
a) Cupe a Dup) a 
6 5 7 8. 

2) Electuaţi calculele: 

a) 143:4,5 — 24154 4,1+0,3; D) (—4,6)2 +4 8,44; 0) 432 62— 
— (43) 4 (5. 

3) Stabiliţi valoarea de adevăr a propoziţiilor; 

a) 0,36 = 0,6;- b) VOB > 1; c) VOB <1; d) VOI < V/073- 


4) Aproximaţi, cu eroare de 0,01: 


a V7; b) VI5. 


LUCRAREA A II-A 


1) Stabiliţi valoarea de adevăr a propoziţiilor: 

a s€e[1; 3]; b) V/2e8Q; o) V5eHt; 2]; 91+ Vă eu;.3; 
e) V2> 141; 9 Vă <1,83; 8) > 3415. 

2) Scoateţi de sub radicali: 

a) V/27; b) V%8; o) 8. 

3) Efectuaţi calculele: 

a) V7—2WV7+2); b) Vii —3)-(VI+2; 0) 07 
+ VI) VI 2/23). 


4) Raţionalizaţi numitorii: 


a) op) roy iei 

3 a 3 za 

5) Rezolvaţi ecuaţia 5x — 
formă zecimală. 


—2x (x e R). Sericţi soluţia sub 


CAPITOLUL 11 


POLINOAME ŞI FRACŢII RAŢIONALE 


1. FORMULE 


În matematică, precum şi în fizică, chimie şi alte ştiinţe sint folosite 
foarte des formule; cu ajutorul lor se prezintă, într-o formă prescurtatii, 
informaţii care altfel s-ar scrie cu multe cuvinte, pe multe rinduri. 

De exemplu, dacă vrem să explicăm cum -putem afla lungimea unui 
cerc, cunoscindu-i lungimea d a diametrului, scriem 

L=rd 
în loo de a scrie: „ca să allăm lungimea unui cerc, înmulțim numărul m cu 
diametrul cercului“, 

Aria acestui cerc se poate alla folosind formula, 


A = pr; 
această formulă înlocuiește următoarea propoziţie: „ca să aflăm aria: unui 


cerc, înmulțim numărul z cu pătratul razei cercului“, 
Si luăm şi citeva exemple de formule din fizică. Soriem 


m 


Le 
în loc de a scrie: „densitatea unui corp se află împărțind masa sa la volumul 
său“. 
De asemenea, scriem, 
Q=cm(7 —1) 
în loc de a sctie: „căldura consumată pentru a aduce un corp de masă 
m de la temperatura £ la temperatura 7 se află înmulţind căldura masică 
(specifică) a corpului cu masa corpului şi cu diferența temperaturilor“. 
Scriem: 


s 


în loc de: „presiunea se află împărțind forţa ce se exercită asupra lichi- 
dului la aria pe care se exercită această forță“, 
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imagine 


Fig. IA 


Legea de formare a imarinilor prin lentile (vezi fig. 11.1) se serie: 
[2 = dos 
tratul distanţei focale a unei lentile este egal cu produsul distan- 
ţelor de la obiect, respectiv imagine, la focaret. 
Pentru a prezenta o informaţie pot fi folosite, în general, mai multe 
formule. De exemplu, să prezentăm modul de calcul al perimetrului dreptun- 
ghiului din figura 11.2, 


în loc de: 


Putein scrie formul 
P=2-44+2-B (em) 
sau formula 
a P=2-(4 + 2) (em), 
105 CE O Să analizăm aceste două formule. * 


Dacă am folosi-o in practicii pe prima, 
ar trebui să efectuăm două inmulțiri (mai intii 2- A,apoi 2- Z2)și o adunurr 
Dacă am folosi-o pe a doua, ar trebui să efectuăm o adunare, apoi 0 inmulţize, 
A doua formulă este mai bună decit prima; ea ne permite să economisim o 


operaţie. 
De regulă, oamenii aleg pentru calcule formula cea mai convenabilă, 


EXERCIŢIU REZOLVAT 


In poligonul de încercări este încercat un automobil „Dacia 1300“, 
pentru verificarea sistemului de frinare. Şoferul asigură mai întii muşinii o 
viteză v, apoi, în dreptul unui obsebvator, frinează brusc. Observatorul mă- 
soară distanța d parcursă de maşină din momentul inceperii frinării pină în 
momentul opririi. Rezultatele verificării sint trecute în tabelul: 


Viteza maşinii în km/h (2) | 50 |__60 80 90 
Distanţa de frinare în m (d) | 25 | -36 


Putem deduce o formulă care să ne dea aceste informaţii intr-o tormă 
prescurtată? 
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Să impărţim vitezele la 10 şi să completăm tabelul: 


6 83 9 


2 | 95 „|| 26 | sea si 


Observăm cii în linia a doua sînt trecute tocmai pătratele numerelor 
din prima linie. Astlel, formula i . 
pa 
PI] Ei 
(45) 


ne descrie informaţiile conţinute în tabelul cu rezultatele verificării. 
Automobilul are acum vitezu de 70 km/h. Putem „estima“ care 
va fi distanţa de frinare? 
Dacă lormula pe care am stabilit-o mai sus este valabilă şi în acest: 
caz, atunci putem spune dinainte, fără a mai măsura, că distanţa de 


: 
frînare în acest caz va [i de (20) = 49 metri. Dar oare formula stabi- 


lită este valabilă în toate cazurile? 

Să presupunern că această formulă este valabilă pentru viteze 
cuprinse între 30 şi 100 km/h, pentru toate autoturismele „Dacia 1300“. 
Cu ce viteză este recomandabil să circulem intr-o zi cu ceaţă, vizibili. 
tatea fiind de 25 metri, cu un astlel de automobil? 

Dacă în cale ne apare un obstacol, distanța de frinare trebuie să 
fie de cel mult 25 metsi. Din 


Sa) 


= 50 km/h. Deci este recomandabil să circulăm 


deducem v = 10 V/25 
cu cel mult 50 kra/h. 


EXERCIȚU 
1) Aria Lotală a unui cilindru (vezi fig. 11.3) este descrisă de formula 
A = 2mr2 + 2arh. 


Analizaţi numărul de operaţii ce trebuie efectuate. presupunind că 2 — 
= 6.283... Puteţi sorie şi o altă formulă pentru calcului ariei totale, mai coa- 
venabila? 

2) Pentru calculul ariei haşurate din figura I1.4 putem folosi oricare 
dintre formulele: 


A = sR2 — nr? 
A = ma —r2 
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4 — Matematieă-algebră, ci. a VIt-a' 


sau 
A = m(R—rR+r) 

Care dintre aceste formule credeţi că este cea mai convenabilă? 

3) În jurul unei statui avind baza pătrată (de latură s metri) se insă- 
minţează cu iarbă o suprafaţă dreptunghiulară de dimensiunile din figura 11.5. 
Știind că însămințarea cu iarbă a unui metru pătrat de teren costă a lei, 
scrieţi o formulă pentru calculul costului total al însăminţării terenului. 

4) De la autogara din oraşul A pleacă un autobuz spre comuna C, 
care mai opreşte şi în comuna B. Costul unui bilet, de călătorie de la A în /i 
este de 6 lei, de la A în C este de 9,50 lei, iar de la B în C este de 5 lei; 

biletele le vinde şoferul autobuzului. 
La plecare, în orașul A, şofe- 
rul a, vindut b bilete de 6 lei şi c 
bilete de 9,50 lei. 
Intre B şi C autobuzul este 
| oprit de un echipaj de contaol, care 
găseşte călătorind a călători, toţi 
avind bilet. 


Z Ciţi lei a încasat şoferul pen- 
tru biletele vindute? Scrieţi şi o 
Fig. U.5 formulă mai simplă. 


2. FOLOSIREA LITERELOR: CONST. 
ȘI VARIABILE 


Am folosit pină acum de multe ori litere, în mai multe scopuri. 
De exemplu, în formula ce exprimă lungimea unui cerc 


L= md 


apar trei litere: £, x şi d. Dintre acestea, litera este folosită pentru a nota 
un număr real, pe care nu-l putem scrie zecimal în întregime (anume 3,1415...); 
aici ea este o constantă. Literele L şi d sint folosite pentru a nota numere 
reale neprecizate. Observăm că pentru diferite valori date lui d, obţinem 
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valori diferite pentru L. Literele L şi d sint variabile, iar formula ne indică o 
legătură între aceste variabile. 
Să privim formula fizică 


Q=em(7—5 


ce exprimă cantitatea de căldură consumată pentru a aduce masa m de upă 
de la temperatura £ la temperatura 7. În această formulă, litera c joacă rofl 
de constantă (valoarea ei este de aproximativ 4185,5 joule)(kg. grad)); literele 

„7n» £ şi Z joacă rolul de variabile. Aceeași formulă poate exprima canti. 
tatea de căldură consumată pentru a aduce masa m de fier de la temperatura 
+ la temperatura 7'; de data aceasta, constanta c are altă valoare (anume apro- 
ximativ 460,4 joult/(kg. gead)). 

Aria totală a cilindrului din figura 11.3 este exprimată de formula: 


A > 2ar: + 2nrh. 
În această formulă apar litere şi numere. Numărul 2 şi litera z sint constante; 


literele A, r şi A sint variabile. 
Variabilele se mai numesc uneori și nedeterminate. 


MONOAME 


Membrul drept al formulei ce exprimă aria cercului de rază r: 


A = 


este un monom în litera r; -acest monom este produsul din 
constant 7 şi pătratul nedeterminatei (variabilei) 7. Gradul acestui monom 
este 2, 

Membrul drept al formulci ce exp 
figura IL.3, anume! 


nă aria laterală a cilindrului din 


2rrh 


este un monom în literele r și 4; acest monom este produsul dintre coe 
constant 2 şi produsul nedetorminatelar r şi A. Ambele nedeterminate ape 
în monom cu exponentul 1(1); gradul total al acestui ionut este 2. 

Dar expresia 2zrh poate fi considerată monom în litera ki; de data 
aceasta, monomul este produsul dintre coeficientul 2zr (care nu inai este 
constantă) şi nedeterminata k. Gradul acestui monom este 4(1). 

In general, un monom de gradul m> 4 în nedeterminata X are forma 


căm 


unde e este coeficientul monomului. Coeticientul acestui monom poate fi o 
constantă (deci un număr real) 7 O, sau un inonoim în alte nedeterminata, 
Gradul monomului este un nu:aăr natural. 
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Un monom în nedeterminatele X, Y şi Z poate fi scris în forma 
cXmynz» 
unde m, n, p sînt numere naturale > 1. Gradul (total al) acestui monom este 
m + n + p, iar coeficientul său c poate fi o constantă sau un monom în alte 
nedeterminate. 

Să observăm că gradul se calculează ţinind seama de literele ce 
sint considerate nedeterminate. De accea, este bine să precizim care 
litere sint nedeterminate. De exemplu, spunem: „gradul în Z al mono- 
mului eX yYnZe este p, gradul în X şi Z al monomului cĂmYnZ» este 
mp ete.“ 

În problemele practice, atit; coeficienţii cit şi nedeterminatele reprezintă 
de obicei numere reale; cum înmulţirea numerelor reale este comutativă, 
considerăm, că literele ce apar într-un monom pot fi comutate după dorinţă! 
Astiel, de exemplu: 


2ăX*Y, 2XYX, 2YX:, 2YxXX 
reprezintă același monom în nedeterminatele X şi Y. 


EXERCIȚU . 


1) (oral) Precizaţi coeficienţii următoarelor monoame în nedetermi- 
mata X: 

a) 3X3; b) 7XY; c) 0,51 X:; d) — = x; e) /2%; 1) — 20; 
£) BabX0. 

2) (oral) Precizaţi gradul în X al următoarelor monoame: 


a) - X=; b) 2X; 6) 22,425XY223; d) (3 + 1) X7r:; e) 2aX:Z; 


LD) EU 


Ant yn-a, 


2 
3) (oral) Care litere pot fi considerate nedeterminate în: 


a) 2aX; b) babX3; c) /2Xy2 

4) Este adevărată propoziţia: „Cele două scrieri de mai jos reprezintă 
acelaşi monom“ pentru: 

a) 3X2 și 3XX; b)5XY şi —5YX;c) 3 x şi | Y2X; 4) 2X +4 


şi 1 + 2X; 0) 2X2Y: și 2XYXY; 1) 2a2 şi 2aa? 

Monoamele în care nu apare litera X pot fi considerate ca avind gra- 
dul în X egal cu 0. Astfel, constantele diferite de 0 pot fi considerate monoame 
de gradul O în orice nedeterminată. 


De exemplu, gradul în X al monoamelor —5, —5a, —5Y, —5aY este 0. 


2 


Va trebui să identificăm monoamele VX, 0X2, 0X2, 0X4 (în 
general orice monom cu coeficientul 0) cu constanta 0. De aceea, con- 
stanta O „nu are grad“! 
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EXERCIȚIU 


Precizaţi coeficientul, gradul în X și gradul în Y pentru următoarele 
monoame: a) 2X%; b) 3xY:; c) -2 Y=; d) Vâxr; e) nx:; 1 Ei ya, 


Dacă coeficientul unui monom (in care apar litere) este 1 sau —4, se 
obișnuiește să nu se mai scrie cifra 1 în monom; astfel, în loc de 1XY se aurie 
mai simplu XY; în loc de —4X* se scrie mai simplu —X3; scriem X în loc 
de 1X și —XAW'în loc de —1X:y. 

Am învăţat în clasa a VI-a să înmulțim două monoame. De exemplu, 
înmulțind monomul 2X (în nedeterminata X) cu monomul 3XY (in nedeter- 
minatele X și Y), obţinem ca rezultat monomul 6X:Y: 


2X-3XY = 6xX2Y. 


Alt exemplu: înmulțind monomul — 2 X2 cu monomul 3X? (ambele în ne- 


determinata X) obţinem ca rezultat monomul — 3 d, 


Fie eX şi dX" două monoame în X (de grade m > 1 şi n > 4, avind 

coelicienţii cz 0, d4 0). Atunci 
(eXm) - (1Xn) = (e - d) Xmin, 

În problemele practice, nedeterminato X reprezintă de obicei numere 
reale zi O; deoarece orice număr real 7 O ridicat la puteres 0 este 1, se consi- 
deră că X? este constanta 1. 

Dnoarece produsul constantei 0 cu orice număr real este 0, se consideră 
că: 0+ (căm) = 0 pentru orice monom cXm. De asemenea, se consideră că 
0X — 0, 0X? = 0, şi în general 0Xm — 0 pentru orice m € N. Astfel, regula 
de înmulțire se extinde pentru orice monvame: 

(eX) - (dXn) = cd Xmin, 

Rogulă. Coeficientul produsului a două monoame este produsul coefi- 
cienţilor monoamelor. Dacă ambele monoame sint diferite de 0, atunci gradul 
în X al produsului este suma gradelor în X ale monoamelor. 


Această regulă se extinde şi pentru mai mult de două monoame și 
pentru monoame în mai multe nedeterminate. De exemplu 


(2X2) - (3Y) - (—22) = (6X2Y) - (—22) = —12X2Y2, 
(2270) - (XV) = (2 3) Xa ya — G7Y5, 


Camn-(o 8 m) (o (o mere = ana, 


W23) (Vp) = 2-0 Va = —2x 
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Înmulțirea monoamelor este comutativă şi asociativă. Monomul 
constant 4 este element neutru pentru înmulţirea monoamelor. 
Se obișnuikşte să se scrie monoamele de gradul m >1 în X în forma 
cx" 
(e este coeficientul monomului). 
Această scriere este numită canonică (adică scriere tip, standard). 


RONȚII 


1) Seriei în forma canonică monoamele (în X): a) 2XX; b) V2XYX%; 
= pai YxY; d) — Ital sara 
2) Etectuaţi produsul monoamelor, scrieţi rezultatele în formă cano- 
nică (ca monoame în X): 
a) 3,2X2 și 0,5X; b) 2X0 şi O; DEE şi —3X; d) -4x și 83; 
e) 45 şi E 2; = 2 2 și x; £) aă şi —0X2, 
; 3) Efectuaţi înmulţirile: 
a) X-2X-3X; b) 2x-(o5xn-(I 7); 0615) 04)- 0053); 


3) (25) (27) (20437): e) (33) 20) (5); (V2— ai: 
(pp 12-20. 

4) Gu ce monom trebuie înmulţit Bă XA pentru a obţine: 

2) 3X3; b) BX2Y; 0) aX3; d) —2aX2Y; e) —3abX*2 

5) Efectuaţi inmulţirile 

a) 2X2- 3X2Y3; p) 2x07 - (—3XY3); c) (—3aX3)-(—2aX); d) (—X" 
(0%); e) (— x) (0): X. 

6) Scrieţi următoarele monoame ca produse de două monoame în X, 
scrise în lormă canonică: 


2) 4072X%; b) 2abX%; c) - per. 
7) Etectuaţi: 
a) (020); b) (O Vârm) (Via mn); e do) 6t0 -(3 te): 


a) (i wx).( ax); o) (sxD- (= x); Dac 
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4. POLINOAME* 


Să privim formula ce exprimă aria totală a cilindrului din figura 11.3: 
A = 2mr? + 2nrh. 
Membrul drept al acestei formule este un polinom în literele r şi h. De 


asemenea, 
RR? — nr? 


este un polinom în E şi r. 
În general, numim polinom o sumă de monoame ce nu sint asemenea; 
iată citeva exemple de polinoame, în nedeterminata X: 
2x41; 


+ 

5 Xa 25X + 1, notație prescurtată pentru (—5X3) + (—2,5 X)-+; 
3X 4 2X 41 X. 
Să dăm citeva exemple de polinoame, în nedeterminatele X şi Y: 
See 
Bai ANY LX —Y pi 

În polinomul aX-+- Y +2 apar literele a, X şi Y. Faptul că 
numai literele X şi Y sint considerate nedeterminate se scoute în cvi- 
dență prin notația: p(X, Y)=aX+Y+2. 

De obicei, un polinom se riotează printr-o literă (se folosesc mult 
în acest scop literele P, Q, 1, p, qj-.:) urmată, între paranteze, de litera 
sau literele ce joacă rolul de variabile (nedeterminate). 


Vom nota deci P(X) =aX + (X + 2), indicind prin aceasta că 
numai litera X este nedeterminată! 

“Termenii sumei ce formează un polinom se numesc termenii polino- 
mului. Asttel, 3X2, 2XY şi 5 sint termenii polinomului 

3X2+-2XY7 +5, 
iar 3X4, 2X2, 4 şi — XS sînt termenii polinomului 
BR 2241 —X 

“Termenii unui polinom sint monoame. 

De regulă, în monoame şi polinoame, nedeterminatele reprezintă numere 
reale. Însă înmulţirea numerelor reale este distributivă față de adunare, 
ceea ce ne permite să scoatem factor comun. De aceea, vom putea scrie, de 
exemplu: 
2X+3X =(2+3)X =5X, 
3aX —5X =(3a—5)X, 

—2X + 2X =(02+2X =0X =0, 

8X—6X+2X =(8—6+2)X =4X%, 

3X:Y — DX2Y =(3 — 5)X2Y = —23X2Y, 

2X + XI—3X = 4+2X— 3x14 02—3)ă = 


=, 


* În limba greacă poli = mai multe; nomos = parte. Deci „polinom“ are sensul de 
alcătuit din mai multe părţi“. 
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Vom spune că reducem termenii asemenea. 

Suma 2X 4 3X nu este considerată polinom cu doi termeni, căci cele 
două monoame sint asemenea. 

Orice polinom format doar din doi termeni 7 0 (ce nu sint asemenea) 
se numeşte binom. 


EXERCIŢII 


1) (oral) Citiţi termenii polinomului, apoi spuneţi gradul total al „fie- 
cărui termen: 


a) —2XY2 + 4X + 6XY; b) 3X5 — Y*; 6) Aabe -+ 3abd -+- 2acd + bed. 
2) Reduceţi termenii asemenea: 
a) 2X5 —6X ++ 8X2 — 15% + 5X + 1; b) E X2Y — ZI XX + 


+Î X2Y; 0) Bad — 305 —5a0-ţ-b0; d) GY2++ Ya —272—4 —2Y5+ 
2; o) î— Bax — 2 Xp 2 102 — 025X, 


3) Reduceţi termenii asemenea, scriind mai întii fiecare monom în 
formă canonică: 
s a) 2XX2+3XX—4X2X — 2X2;,b)3XYX —2YXY + 2X2Y —3XI: + 
+ Yă:, 


4) Reduceţi termenii asemenea: 

a) 410X + (—4X + 87) —3X + (5X —2Y); b) 20X + (80X — 15%) + 
+ 5Z + (—40X + 10Y)+15Z; )(A+B-—C)+(4A—B+O)+ (— 
—A+B+0); d) at(—a—b e) —a+(zatb— ce) (X+Y— 
DX PAZA CĂX+ +2 X = 7 +2). 

Să considerăm polinomul P(X) =5 + 3X4 — 2X2 + AX3; cei patru 
termeni ai săi au gradele în X: 0, 4, 2 şi 3. Să scriem alttel polinomul, aran- 
jind termenii în ordinea descrescătoare a gradelor: 


P(X) =8X0 43 — 232 + 5, 


Am scris astfel polinomul în formă canonică. 

Forma canonică a unui polinom în X se obține scriind termenii săi în 
ordinea descrescatoare a gradelor în X; termenii polinomului se consideră 
a fi soriși în forma canonică (ca monoame) z 

Gradul unui polinom z O este cel mai mare dintre gradele monoamelor 
ce apar in scrierea sa în formă canonică- 

De exemplu, în polinomul 542 + 3z4y — 27% + 42% apar două litere. 
Considerind doar pe z ca nedeterminată, forma canonică a sa este: 3yzi + 
Î- aa — 2piz2 + 55, deci este un polinom de gradul 4 în z. 

Considerind doar pe y ca nedeterminată (z fiind deci considerată con- 
stantă), forma sa canonică este By — 2224 -+ 3zty -+ 4%. Gradul său în y 
este 5, căci termenii săi au gradele în y; 5, 4, 1, 0. 
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Considerind ambele litere ca nedeterminate, forma sa canonică este: 
—2294 + Ba + Baty + 42 
iar gradul său total este 6, căci gradele totale ale termenilor săi sint 6, 5, 5, 3. 
EXERCIȚIU REZOLVAT. Să scriem în formă canonică polinomul 
x: 


2XY2 + 3X2Y + 4X 4 3X2Y2 454 2X24+Y. 


Cercetăm mai întii gradele în X ale celor șapte termeni ai polinomului: 
1, 2, 1, 2, 0, 2, 0. Regrupăm în ordinea descrescătoare a gradelor, după ce 
am scris monoamele (in X) în formă canonică: 


2Y2X + 3YX2 4 4X + 3VX 45423247, 
(3PX2 + 3Y2X2 + 2X2) + (272X + 4X)+(5+Y). 
Scoatem factor comun în fiecare grupă: 
(3Y + 372 + 2)X2 + Qr2 4 4)X+6+Y). 


Coeficientul lui X: este un polinom în Y; îl scriem în formă canonică: 
3y2 + 3Y 4-2, Coeficientul lui X este scris în forma canonică. Scriem și 
termenul liber 5 + Y în formă canonică (ca polinom în Y):Y 4-5. 

Astfel, polinomul inițial se serie în formă canonică astfel: (3Y2 + 3Y + 
+ 2)X2 e QY2 0 + Y +5). 


EXERCIŢII 
1) Heduceţi termenii asemenea: 
a) B6X + 227 —2 X-a 2aX + AY; b) Xa 4 2x2— 
z 

—3X 442% — 8x24 4X — 24 3X0 4 4X2—2X 45; 0) 825X + 

5 5 2 
35 y—16z—55 x—1a57 4222. 

stieța 6 fl zis 
2) Scrieţi in formă canonică polinoamele: 
a) X2+ 23 XY; b) A X24 XX, 0) X4— 2x21 4x34; 


d) X24- pa — X2Y2; e) 2YX 3 Vi Zi — X2, 1) XI vi zi — 3xXYz; 
B) XI Ya Ze 2XY 4 2Y2 + 2XZ. 


5. OPERAȚII CU POLINOAME 


OPUSUL UN POLINOM 


Monoamele 2X2 şi —2X3 sint opuse unul altuia. Opusul lui 5aX: este 
—5aX?, iar opusul lui — / Bad este |/ ab. 
În general, opusul monomului în nedeterminata X 


cXm 
este monomul —cXm = (—c)Xm. 


57 


în nedeterminata X este o sumă de monoame în X. Opusul 
: în X are ca termeni opusele monoamelor ce formează polinomul. 
In ID exemplu, opusul lui X2 + 2X este polinomul — X2 — 2X, iar opusul 
polinomului —5aĂ2 + bX +1 este polinomul baX: — BX — î. 

Opusul unui polinom, P(X) se notează —PUX). Putem scrie astfel: 
—(a2 4 2%) 2—2X, —(—BaXi+bX+ 1) BX: —bX—1, 
—(2XY — Yi) 237 +75. 


ADUNAREA POLINOAMELOR 


Să considerăm polinoamele în nedeterminata X : 2X2 — 1 şi X24- X + 
+ 1, Avem: 


(22 — 1) (Xp XD) 20 AX XA 


De regulă, se obișnuiește să se reducă termenii asemenea, scriind rezul- 
tatul in formă canonică. Astlel, pentru polinoamele de mai sus, avem 


(QX2 — 194 24 A+ =3X+ x. 


In general, suma a două polinoame este polinomu] ce se obține făcind 
suma termenilor. celor două polinoame și reducind terinenii asemenea. 
Alt exemplu: 


(QX2 + 3X +1) + (432 —5X — 2) + (2 +3) 22 4 3X4+1+ 
+ 4X—5X— 24 A+ X+3=7X—X+2. 


În general, în problemele practice, atit coeficienţii cit şi nedeterminatele 
polinoamelor reprezintă numere reale. De aceea, adunarea polinoamelor are 
aceleași proprietăţi ca şi adunarea numerelor reale (adică este comutativă, 
asovialivă, iar O este element neutru). 

A scădea un polinom Q(X) din polinomul P(X) revine la a aduna poli- 
nomul P(X) cu opusul lui Q(X): 


P(X) — Q(X) = P(X) + (—Q0(X)) 


Observaţii. 4) Gradul sumei (sau diferenţei) a două polinoame ete 
mai mic sau egal decit gradele celor două polinoame. 

2) Putem scrie 2X2 + 1 =3X2 — X2 + 1, însă monoamele 3X2 și — X2 
nu sînt termeni ai polinomului 2X2 + 4. 


EXERCIŢII 


melor în X: 
2;b) —2 X2 — X 4- î4;c0) —2a02X2 + aX + 1;d) X27+ 


2) Adunați polinoamele: 


a) 3X+-2Y şi X—Y:b) Y2—2Y +8 şi—2Y24+ Y —2;0)5X2— 
—6X +a şi —3X2—X+i-—a. 

3) Etectuaţi calculele, scriind rezultatele în formă canonică: 

2) CE E 1) (e A Aa A) (Ora 2a) — (4X + a);c)(X + 
ab) (Xe) d) 432 — (SET 1530); e) 9 34 
+ Z) — (A — 572 — â23)] + (5X2 + 3Y2 — 622). 

4) Etectuaţi calculele: 

a) (8X2 — 6XY — 9Y2) + (9X2 —6XY -+- 8Y2) — (15X2 — 10XY — 
—Y2); b) (i — 2327. 4 XY5) — (Aa — 2x72 + Y5); 


o) (ze papă. + e) (sa Sp = )] (4 pi B+ A s 9): 
5) ce Sl trebuie adunat cu ax 8X+7 Pa a cp ca 
rezultat 2X5 + X:—6X+-9 
6) Efectuaţi adunările: 


a) (4a — 50 +- Ge — 74) +- (Ba ++ 4b + Be -+ 6d); b) (a ++ be + 2a5) + 
+ (a? + Da — 205) + (02 — 02); o) (= po re) 


(pet aa + be) ( ara — 2) 


7*) Dovediţi că suma dintre orice număr de patru cifre abcd şi răstur- 
natul său deba este divizibilă prin 11. 

8*) Scrieţi polinomul X* — 3X2Y — 3XY2 4 Y2 ca suma a două poli- 
noame + 0, astlel incit în unul să nu apară litera X. În cite moduri puteţi 
face aceasta? Dar dacă cerem ca toate monoanele (in ambele polinoame) sii 
aibă coeficienţi întregi? 


ÎNMULȚIREA POLINOAMELOR 


Coeficienţii. şi nedeterminatele unui polinom reprezintă de obicei în 
problemele practice numere reale. Însă inmulţirea numerelor reale este diştri- 
butivă faţă de adunarea numerelor reale: 


a-(b+o) =a:bra:e 
și în general a-(b-r-e+dţ.. +1) =a-bra:cra-a+..ta-/ 
(priviţi figura 11.6 şi interpretaţi membrul sting şi membrul drept i acestei 
egalităţi ca arii!). 
De aceea, înmulţirea unui monom cu un polinom. se defineşte astfel: 


monom - polinom — monom - (termen 1 -+ termen 2 -+- ...) — 
monom - iermen 1 -+ monom - termen 2 -4- 


De exemplu: 

(—4X) = (GX2 + 2) = (4%) (BX) + (—4X) - 2X = —12x2 — 8%, 

Să observăm că am înmulţit un monom de grad 1 cu un polinom de 
gradul 2 şi am obţinut ca rezultat un polinom de gradul 3 = 1 + 2. 
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a:p 


Fig. 11.6 Fig. 11.7 


Alt exemplu: 
atb:- (4a + b) = a2b2- da + ab?-b = dai + ab: 


adică 


ab - (4a + b) = da: + ab, 


Ce legăturii observați între gradele în a ale factorilor din membrul sting 
şi gradul în a al rezultatului; Dar între gradele totale? 

Alte exemple: 

Xe (2 — 7X 1) = X2e N — X2-7X 4 X2- 4 = 074 x; 

2a : (5X: — 3Y) = 2a -5X2 — 2a - 3Y = 10aX2 — 6aY; 2 3 

Ba2X3. (5a2X — 4a) = 3a2X3- 5a2X — 3a2X3- da = 15a4Xi — 12a0X3. 

Să privim figura 11.7: dreptunghiul are lungimea a + b, iar lăţimea c + d; 
aria sa este deci (a + b):(c + d). El a fost împărţit în patru dreptunghiuri 
mau inici, de dimensiuni a şi c, a şi d, b şi c, b şi d, ale căror arii respectiv 
ac, a-d, bt, bd. 

Putem serie 


(a + d)-(c+ ad) saca: drb-e+b-a. 


Observăm că fiecare termen al sumei a + b apare în membrul drept ca 
factor pe lingă liecare termen al sumei e + d. 

REGULĂ. Pentru a înmulţi două polinoame, procedăm astfel: facem 
suma termenilor obținuți din înmulțirea fiecărui termen al primului polinom 
cu fiecare termen al celui de-al doilea polinom. 

De exemplu: (X + 4): (X24+3X +2) = XX X-3X + X-2+ 
e XI 4-3X 4-2 XIX FOX 4324 12X+8. 

Se obișnuiește să se reducă termenii asemenea, scriind rezultatul in 
formă canonică: 


(XE 4) (Xp 3x42) 734 7X2 444 X+8. 
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Nini Ata a 


Putem face înmulțirea și în felul următor, scriind unul sub altul ter- 


menii de același grad: 
(XA 4) (XR + 8X +2) = + 3x24 2X 
A+ 4X + 12X +8 
= + 7X04+14X+8 
Alt exemplu: 
(ara ra): (ata — 1) =at ra — a 
Dat pai ai 
___Xattat — a? 
= + + 5 +a — a: 
Deci (a0-k-at-k-a-(a2-+a—1) =a0 ra? ara — a, 
Alt exemplu: 
(XI 307 + X272)- (X— Y) = 15 xy 
+ xi — Xe 
A+ XP — Xp 
=X Xp 
Deci (Xi-- X3Y + X2Y3)- (X— Y) = X5— Xp, 


Primul factor din membrul sting are gradul 4 în X; al doilea factor 


are gradul 4 în X; rezultatul (din membrul drept) are 
5=4+1 în X 


gradul 


In general, dacă înmulţim un polinom de gradul m cu un polinom 


de gradul n, atunci produsul lor va avea gradul m -+- n. 
Să mai luăm două exemple: 


1) (a+- d) -(e+d) (e tf) =a+kd) - (e+a)] -(e+f)=tac+ 
+ ad be + bd) (e + f) = ace + ade + bee + bde + acf + 


-F adf ++ bef + bdf. 


Același rezultat l-am fi obținut şi dacă efectuăm inmulţirile de la 
dreapta spre stinga: (a-+-3)-[(c-+d)-(e-+/)]. Verificaţi (1). 


2) (3X2 — 2XV): = (3X2 — 2Xy) -(3X2— 2xy) = 3X2. 


ax: + 


BX2 - (—2XY) — 2XY-- ax — 2xy (—22X%) = 9Xi — 


— 6X%Y — 6X2Y + 4X2y2 =9Xi — 12X2y + 4, 


Înmulțirea polinoamelor are aceleași proprietăţi ca şi înmulţirea nume- 
relor reale (este comulativă, asociativă, distributivă faţă de adunarea poli. 


noamelor, iar constanta 1 este element neutru). 


EXERCIŢII 


1) Etectuaţi înimulţirile, scriind rezultatele în formă canonică: 


a) (X 4-2) (X + 1); b) (X--4) (AX +-3); c) (X+7) 


+ 3) 


jale deci 
d) (eta Cat 2) e) (X+8)-(X4+3); 1) (X+5)-ă+a); a) (axe 


+6) -(X 
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2) Prin ce diferă între ele rezultatele înmulţirilor: 
a) (X-+ 3) (XA b) (XA) (X— 4; 0) (X— BX +4); 
d) (X — 3)-(X— 4)? 


3) ) Etectuaţi inmulțirile: a) (X + 5) (X—3) ; b) (X—4)(X—6); 
= aa 1 AN 3 1 
c) (m +5) (m — 4); d) (oct (ore az): o er (er =) A 


LE 2 3). i 2 
D) x ra o (x 3) =): (a 2)(a + =); 
4) Efectuaţi: 
1 0X DEX; D) QX 43) 0X42; D4X+ DX +A: 
a) 00% +3) (8X +10); e) (7X—3) GX— 7); D mr) Om); 


2 
[7] (e E i) (3a — 2). 
5) Erectuaţi: 
a) (X +0,5) (X + 0.3); b) (a + 24) (a +0 
+20); d) GX 1) GX 4-3); o) AX -t 8Y + 17 7 
E Ss :n) [—a? i PE A 
1) Om + 5n — p) (3m 6n +-5p); 2) (4 di ») (5 pa 32) 


n) x = E zare 1) (332 — 2X). 


6) Arătaţi că produsul polinoamelor ge urmează este un binom: 

a) X2- Yi X9— Xa Ai — Y9; b) X— Vogi A+ Dr Ye, 

7) Erectuaţi inmulţirile: 

a) UL DL XDUL XI); b) (Xa) (XX) + 
+47 — 2) (X— 4 +2). 

8) Ridicaţi la pătrat: 

a) —23X5%; p) E Xe; 0) — De XA; d) — 4230, 

4 

9) Erectuaţi: 

a) (LX 4X2— XI —2X — 1) (BX —2X +1); 

b) 04% —1IX7-F4X— 0) (BX 4X +; 0) ON Zr 
+ XV YZ— XDA Y + 2) A — DOE XDA XA) 


CALE 


6. FORMULE SP 
SCOATEREA PACTORULUI. COMUN 


Formula ce urmează ne este cunoscută încă din clasa a V-a; ea exprimă 
distributivitatea inmulţirii față de adunare: 
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„Această formulă se aplică atit numerelor, cit şi polinoamelor. Cu alte 
cuvinte, în ea literele a, d şi c pot reprezenta fie numere, fie polinoame. 

Formula este folosită foarte des „in sens invers“; 

a:b-ta-c =a- (bc) 

Scrisă în această lormă, ea se numește formula de scoatere a factorului 
comun. 

Ezplicaţie. În membrul sting, a este factor atit pe lingă d, cit şi 
pe lingă c; de aceea este numit factor comun. 

Folosirea acestei ultime formule ne permite să economisim calcule, Să 
analizăm membrul sting al formulei. Pentru a-l calcula, va trebui să efectuăm 
înmulţirea a-b, apoi înmulţirea a-c, apoi adunarea, conform algoritmului: 

__ Pasul 1. s =a-b (citeşte: „efectuez înmulţirea a- d, notez rezultatul 
ei cu s*); 

Pasul 2. t =a:c; 

Pasul 3. Rezultat =s + î. 

Pentru a calcula membrul drept al formulei, va trebui să efectuăm mai 
intii adunarea d ++ e, apoi înmulţirea, conform algoritmului: 

Pasul 1. s=b-+e; 

Pasul 2. Rezultat =a: s. 

Observăm că dacă alegem al doilea mod de calcul (în locul primului) 
economisim o înmulțire. 

Datorită faptului că scăderea se definește prin adunare (pentru numere 
reale și polinoame) avem și formula 


a-b—a-c =a:(b—c) 


„Să reținem şi formula pe care o obţinem datorită comutativităţii în- 
mulţirii: 


b-ate-a=(b+o):a 


De asemenea, să reținem şi formula 


|a-ora:ecta dh. ha:l =a-prerdt.. +) 


(în membrul sting apar cel puţin trei termeni). 
EXEMPLE. Folosind formulele de mai sus, vom putea scrie: 
6X +6Y =6(X + Y); 3X—3Y =3(X—Y); 
3X—6 =3-X—3-2=8(X—2); 3X +2 —3-x+a-2 Ea a(x+ 3): 


XY—X=X- PX XP — Di aX —aY haz =a(X—Y +2); 
Fi — XX Xa XA = XX — 1). 


* algoritm = şir de paşi, fiecare pas constind dintr-o operație elementară, i căror 
efectuare ne conduce la rezultatul dorit. 
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Alt exemplu. Fie polinomul p(X, Y) =X:4+2X + XY +2Y; 
îl putem scrie, grupind termenii doi cite doi: p(X, Y) =(X2 4 2X) + 
+ (XY + 2Y). Scoţind factor comun în fiecare dintre paranteze, 
obţinem p(X, Y) =(X +-2)X + (X + 2)Y. Acum X + 2 este factor 
comun (Î), deci p(X, Y) =(X+2)(X-+ Y). Aşadar X24+2X+ 
+ AY +27 =(X+2X+%). 


EXERCIȚIU 


1) Scoateţi factor comun: 

a) aX + X3; b) 5X — 10X3; c) 15X —6X%; d)8y 20Y2; e) GaX: + 
49%; D) ax: + 20X; 

2) Scoateţi factor comun: 

a) 3(X — 12 — 2X(X — 1); b) GX2 + 9aX + 2X + 3a; c) 12 Xaya — 
— SX0A* + 16X2Y4; d) (2X + 3)(8X + 5) + (QX +3) (3x41); c)avr = 
— 2% — (Pr —2x%). 

Scoateţi factor comun: 

a) a(X — 1) + 8(X — 1); b) (4X +3) (X—2) + (x — 2); 
(XA (4 X)(3X 40); d) BX — 12x2(X2 4 vo; o) (xi. 
XA (XP): PD XXL PS YX + PX —y). 

4) Sooateţi factor comun: 

a) abc — aX2-+-bcY — X*Y; b) X4Xy + XP Y5; co) X+ 
A+ 3XY + XH4- 275; d) QX—3) (+2) +GQX—3) (24% 
—0X—3)8xX+4). 


PĂTRATUL UNUI BINOM 


Reamintim că am numit binom orice polinom format doar din doi ter- 
meni (care nu sint asemenea între ci). Să notăm acești termeni cu a şi. Atunci 
(a + b)* =(a+b)-(a+d) =a-ata:b+b-a+b 


Această formulă se citeşte astfel: pătratul unui binom se obține însumind 
pătratele termenilor cu dublul produs al termenilor. 


Şi această formulă este folosită „în sens invers“ 


Scrisă sub această formă, ea se numește formula de restrîngere a pătra- 
tului unui binom. 

Pentru a o putea folosi, va trebui să recunoaştem: 1) pătratul fiecărui 
termen și 2) dublul produs al termenilor. Vom fi în stare să facem acest luonă 
numai exersindu-ne pe multe exemple. 

De exemplu, fie polinomul X?-1- 6X ++ 9; recunoaştem că 9 —32, iar 
6X =—2:X- 3; asttel, polinomul poate fi restrins (X + 3). 
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La fel, în polinomul 4X2 + 12XY + 9Y2 recunoaştem: 4X2 = (2X); 
9Y2 = (3Y); 1A2XY =2-2X- 3Y. Asttel, putem scrie restrins: (2X + 3Y):. 
Dimpotrivă, polinomul X* + 3X + 9 nu poate fi restrins, căci 9 = 32, 

dar 3X-7 2- X-8) E 
Şi formula de restringere a pătratului unui binom ne permite să econo- 

misim calcule. Pentru a calcula membrul sting, trebuie să efectuăm înmulţirea 

a: a, apoi înmulţirea a: b, apoi dublarea, apoi înmulţirea b- d şi în sfirgit - 

două adunări, contorm algoritmului: 

Pasul 1. s=a-a; 

Pasul 2. î =a:d; 

Pasul 3. 

Pasul d. 

Pasul 5. wm =s+ u; 

Pasul 6. Rezultat = w + e. 

Pentru a calcula membrul drept, va trebui să efectuăm doar o adunare 
şi o înmulţire: 

Pasul 1. s=a+b; 

Pasul 2. Rezultat = s- s. 

Avantajele sint evidente. 

Să privim cu atenţie şi calculul următor: 

(a — b =(a—d-(a — 3) =ava—a:b—b-a kb: = a — 2ab +a, 
Deci (a — b)* = a? — 2ab + b2, iar (a + 09) —a* + 200 452, 
Observaţi deosebirile dintre aceste două formule. 

De reţinut: 


EXERCIȚI 
(f) Scrieţi în formă canonică polinoamele în X: 
9 Daia Ax —o;0) (3 1) 


12 1 a AL 4 
i ae EX) pi 2X 4-1; Ed . ie IP: i mă 
»( jipe iba; (Ia =) 
2) Ce termen lipsește pentru a avea pătratul unui 'binom: 


a) X2 + 4X; b) 9X2+ 6X; 0) X2—12X; d) X24+9; 0) 4x24; 
1) X2+ 25? 


(3), Rostringeţi: 
a) Xi—4X 4-4; b) 9X2+6X +1; c) X— 8X 4146; d) 252 4 
+ 20X + 4; e) 16X2—8X +1. 
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5 — Matematică-algebră, cl. a VII-a 


"R, 


Restringeţi: 
a) X2 —4XY + 4Y3; b) 36X2 + 60XY + 25Y3%; 


d) XI —2X2Y7 + 73; Dee at 1) 9x2— 


c) 9X2 — 12XY2 + 4Y 
bu + 8) XiY2 + 8X2y2 + 46y4 


APLICAȚIE. Calculul aproximativ al pătratelor unor numere zeci- 


male. 
Fie numărul zecimal 1,01; avem 1,012 = 1,0201. În practică nu avem 


(de foarte multe ori) nevoie de precizie atit de mare; în cele mai multe cazuri 
este suficient să calculăm cu eroare de o miime. Putem spune astfel că 1,012 
este aproximativ 1,02, cu eroare de 0,0001 (1). 

Să scriem 1,012 = (1 + 0,01); folosind formula de ridicare la pătrat a 
binomului şi neglijind termenul 0,012 = 0,0001 (deoarece este mic, comparativ 
cu ceilalţi doi), obținem, că 1,012 este aproximativ 124-214 *0,01 =1+ 
++ 0,02 = 1,02. Acest calcul îl putem face în minte. 

Alt exemplu: 0,99 = (1 — 0,01)2 este aproximativ 1 — 0,02 = 0,98, 
din aceleaşi motive. 


UXEROIȚII £ 


1) (oral) Aproximaţi: 1,02%; 0,982; 1,032; 0,972; 2,012; 1,992; 3,012 
2,99. 

2) (oral) Un pătrat are lungimea laturii de 29,8 cm. Aflaţi aria sa, in 
centimetri pătraţi. 


DIFERENȚA PĂTRATELOR 


Să inmulţim suma a + d cu diferenţa a —b. Obţinem (a +3): (a—5= 
=a:a—a:bb:a—b-b=at— aţa — = at — da, 

Deci: (a + b)h(a—b)=a1—b., 

Această formulă se citeşte astfel: produsul sumei cu diferența coste -egal 
cu diferența pătratelor. Ă 

Şi această formulă este folosită, de regulă, în sens invers: 


a + 2 
Scrisă în această formă, ea se numește formula de descompunere în 
factori a diferenţei pătratelor. d 


De exemplu: 
4%: — 972 = (2%) — BY = QX + 3P)(2X — 37); la te 


x: — ri = (2 — ra = (V2ă + Pax — 7). 


») 
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Formula de mai sus ne permite să facem economie de timp în calcule: 
Astfel, pentru a calcula membrul sting va trebui să efectuăm două înmulţiri 
şi o adunare (1), conform algoritmului: 

Pasul 1. s=a-a; 

Pasul 2. t=b-d; 

Pasul 3. Rezultat = s —t. 


Pentru a calcula membrul drept, va trebui să efeotuăm două adunări 
şi o înmulţire: 


Pasul 1. s=a+b; 
Pasul 2. t=a—b; 
Pasul 3. Rezultat = s-t. 


Însă, în cele mai multe cazuri, o adunare se efectuează în timp mai scurt 
decit o înmulţire. 


EXERCIŢII 
1) Caloulaţi: 
a) (+7 (7); b) (x + =) - 


î (a; CAR 
(= 3); o (+a) 
d (CX+D(AX+ PX +2 + 2). 

Descompuneţi în factori: 


2) Xa b) X2—9; 0) X2—25; d) X2—46; e) m 9 


25 
n Ea 
3) Calculaţi: 
a) QX-+-1Q2X—1; b) GX+ 2)(8X —2); 0) Qa—DQa+t); 
4) (3 x + ar)(3 ai 3%) 0) (+ Vând — Vă); n (WVâx— 


— Var V/3x+ 30); d) (e + 10 — 1) 

4) Descompuneţi în factori: 

a) X2—GY2; b) 4X2 — 25%; c) La- Y=; d) m—7; e) a — 
— 202; 1) aa — 32. 

5*) Descompuneţi în factori: 

2) (XE PE — Xa; B) XP ZP3 0) (ur —(u— 0); d) Xe — 
— 74; e) (ari (e — 4. 

6) Descompuneţi în factori: 


a) 92 — d; b) 100X2 — 6; c) 49Y2 — 3X*; d) E Xa — 3 . 


7) Descompuneţi în factori: 

a) (X+ 2 —(X— 7; b)(X+yYr— 1pP—U—x + 7) 
0) X2—(X + V)3; d) (X— 1-9, 

8) Calculaţi mintal: 

a) 204 - 199; b) 4105-95; c) 21-19, 


7. DESCOMPUNEREA ÎN FACTORI 
A UNUI POLINOM 


Ştim din clasa a V-a că orice:număr natural ponei fi scris descompus 
ca produs de puteri de factori primi. De exemplu, Î0 se poate scrie 2.524 
za poate jale 2-3, iar 144 se poate scrie 24-32, De asemenea 182. 3, 
=2-3-5. 5 

Același lucru se poate spune şi despre polinoame. Dar descompunerea 
în factori a unui polinom este, în general, o operaţie dificilă. Fiecare polinom 
are modul său propriu de descompunere, iar obişnuinţa calculului se obține 
doar după un mare număr de exerciţii rezolvate. Vom prezenta citeva tehhici 
simple de descompunere în factori. 

În. lecţiile trecute am făcut citeva descompuneri în factori. Cea mai 
simplă este următoarea: 

a:dta:c=a:(+o) 

numită scoaterea factorului comun. 


Ezemplul 1, Polinomul X: + X are doi termeni; în fiecare dintre ei 
apare ca factor X. Putem să-l scoatem factor comun: 


XXX AXA (X+4), 
Am descompus astfel polinomul în factori. 


Ezemplul 2. Polinomul în X: aX + X are doi termeni, dar ei sint ase- 
menea (1). Scoţind factor comun: 


aX+ X=a:X+1-X=(0+0%, 
l-am scris de fapt ca monom în X, cu coeficientul a + 4. 


Ezemplul 3. Fie polinomiil p(X) = 2X2 + X; 41 putem, descompune în 
factori astfel: 


p(X) = QX+ DX sau asttel: p(X) = ax(x + 2): 


OBSERVAȚIE. Descompunerea în factori a unui polinom ou 
coeficienţi numere reale nu este unică (1) 
Exemplul 4. Polinomul X* -- X3 + X2 are trei termeni; în fiecare 
dintre ei apare ca factor X2. Scoţindu-l factor comun: 
XA -+ Xa 4 Xa = Xa Xa Xa Xp X2-4 = X2(X24 X + 4) arm descompus 
polinomul in factori. 


68 


Exemplul 5. Polinomul X2Y — 2XY2+ XY se scrie. descompus În 


factori astfel: XY(X — 2Y + 1), dar şi astfel: 2XY (f por 3). 

Buemplul 6. Fie polinomul în X:(a + 8)X2 -+ (a + D)X. Şă observăm 
ca polizenul arc. doi termeni, ce nu sint asemenea între ci (primul termen 
că, polinotiv! Al“qoilea are grâdul 4). Scoţind factor comun pe X, îl putem 
are gradul 2, al factori: [(a fb) X-a + JX. Dar, la fel cum am prâcedat 
sorie desc mpa5 ci constantă 2, putem proceda şi aici cu constanta a -t d: 
Saal poate, fi soris descompus în factori și astlel: 


„da + DXX + 1). 
Ambele descompuneri sint corecte. 

Bemplul 7. Fie polinomul pă, 7) = XY —2X + Y —2, Săl des- 
compunem în factori. Grupăm termenii doi cite doi: p(ă, D= (37 —2%)+ 
P(Y'— 2). Scoatem factor comun pe X în prima paranteză: p(X, Y) = 
XE Ser Za) 3 (Y — 2). Scoatem acum factor comun pe Y — 2; polinomul 
devine p(XY) = (X +1) (Y —2); lam descompus astfel ca! produs al 
factorilor X +1 şi Y — 2. 

Alte tipuri de descompuneri în factori se bazează pe formula de restrin- 
gere a pătratului unui binom: 

a2 + 2ab + d = (a + 
şi pe formula a2 — di = (a+ bla — bd). 

Exemplul 1. Fie polinomul în X: aX:+2aX-+ a; scoatem factor 
comun constanta a: a(X2 -- 2X + 1); restringind, polinomul se scrie descom- 
pus în factori astfel: a(X -+ 1). ă 

Exemplul 2. Fie polinomul 16X2 — 3X: + X. În fiecare dintre cei trei 
terimeni ai săi apare ca factor comun X; vora serie astlel: (6 X2 —8X + 1X. 
Să observăm că între paranteze avem 46X2 — 8X + 1 = (4%) —2-4X + 
A 125 (4X — 1. Deci polinomul se descompune astfel: (4X — 1PX. 

Exemplul 3. Fie polinomul az — âz. Considerat ca polinom în nede- 
tevminata z, acest polinom este format din doi termeni asemenea. Îl putem 
scrie ca monom în z: (a — â)z, cu coeficientul a — â&. 

Dar. considerat ca polinom în nedeterminata a, el se va serie descompus 
în factori astfel: z(a + 2)(a — 2).; 

Exemplul 4. Fie polinomul X* — 9X: scoţind factor comun pe X, soriem 
(ă2 — 9X. Însă X2—9= X2 — 32 = (X + 3)(X — 3), deci vom putea 
scrie polinomul descompus astfel: (X + 3ă — 3)X. 

Exemplul 8. Polinomul Xi — 1 se descoripune în factori astfel: 

a — 4 (Xa — 12 = (2 AI — 1) + AI IX — 0). 


Exemplul 6. Polinomul (X — 1) 4+-4X se descompune în factori 
asttel: ma! intii ridicăm la pătrat: (X2 —2X + 1) 6ă; reducem apoi 
5 enii asemenea: X2-+- 2X ++ 1; regrupăm: (X + 1 

Exemplul Y. Polinomul X2 + 8X -+ 2 se descompune astfel: X2+ 
ax pa 2X+ Xp 2222 (XA  2X 
Ja fel: X24+5X+6= X2 4 2X4+3X+6=(Ă + 2)X + 3(X +2) = 
= X(r 4- 2) 30 2) = tt Di Xa — X—2= XX 
a, DX a RX) 2x10) (X—2ă Fr) 
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În general, polinomul X? -- (a + 5)X + ab se descompune în factori 
astfel: 
XE aX tf BX + ab = XX +a) UL a) (x +0) (2+a)= 
=(X+ra(X+5). 
Polingmul X: 4-4 se descompune în factori prin completarea pătra- 
tului unui binom: 
A 4 = (Xp 22 4 1) — 2x22 = (32 pp — (WV2x> = (32 3 1 4 
+ V2X) e +1 — Va) = + Va2ă + 1) (32 — 7237 +1). 


EXERCIŢII 


1) Descompuneţi în factori: 

a) 9X0 —X; b) X?— 9x27; c) X1—9xr:, a) 16x — 9xra 
e) 4X2Y —Y; 1) 4X5— XY*; g) 9X:y — yz, 

2) Descompuneţi în factori: 

a) X + 8X +16; b) 12X24-12X +3; 0) âXt pr axa 4; a) Xa 
+ 4X* PF 4X; e) 2X4 4 12X0 + 48X3; 1) 3X2 — 12x2 4 12x, 

3) Descompuneţi în factori: 

a) X*+3X+2; b) X245X+4; 0) X—5X+6; d) x2— 
—2V/2X +2; e) X1—2V/3x+-3; 1) 2x24 îV/2X +4; px; 
h) X* — 47%; î) X* — 272, j) X4 — 81; ke) X2 — 0,1) Bi xi — 467, 

4) Descompuneţi în factori: 

1 1 fi a. 

(ax +a) —(G x Y) E) NOE 3 x ae 
0) (2X —3) (X — 4)? —42X —3); d) (X—3) (32 +1) 4 2x0x — 3); 
e) (3X — 1) — 25; 1) (3742) — (8 —2xp, 

b+) Descompuneţi în factori: I 

a) (X — 29 + (X — 2) (x — 224 (x — 2); b) (X+ pp -— 
(Zr IPA A+ Zr 04 7%; 0) (ax + (aY — x); 
d) Xe— Xa. : 


8. ÎNLOCUIREA NEDETERMINATELOR 
PRIN POLINOAME 


Fie de exemplu polinomul X +- 4. Să înlocuim variabila (nedetermi- 
nata) X prin polinomul P* +- Y + 4, în altă variabilă Y. Ca rezultat obţinem 
polinomul în Y: (Y2+ Y+1)+i= Y24+Y+2. 
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Să înlocuim pe X cu polinomul în două variabile și £:z2 + 2t; obținem 
ca rezultat (22 + zi) + 4 = 22 + zt + 1, care este un polinom în z şi £. 

Fie polinomul P(X) = X2 + 2X; inlocuind variabila X prin polinomul 
în Y: Y2+4+1=—Q(Y), obținem: 

P = (724 122 2002 4 4) (Pa + 24274 
+ 4Y2+ 3; se scrie P(Q(P)) = Yi + 4Y:+3. 

Să inlocuim variabila X prin polinomul în Y:2Y — 1 = A(Y); obţinem 


P PA 20Y — 4) 4Y pia —2=0r2 — 4; 
se m fu = ya 4. 


OBSERVA ȚIE. Notaţia P(Y) înseamnă Y2 +- 2Y, care nu este acelaşi 

lucru cu P(Q(Y)), sau cu P(R(Y)). Putem scrie: 
P(Q(Y)) = Q(Y) + 2Q(Y), sau P(R(Y)) = RY) + 2R(Y). 
înlocuind variabila X prin polinomul z ++ t = (24), în nedetermina- 
tele 2 şi t, obţinem: 
P= (+ 024+2G+ D= (02 220 + 2) + dak 20 => 224 dat 4 2 4 23 + 20. 
Se scrie P(S(2,1)) = z2 + 220 + 02 4 23 4+ 2t 

Inlocuind variabila X prin polinomul constant 3, obținem P = 3 + 
+2 -8 = 15; se serie P(3) = 15. Se spune că 15 este valoarea polinomului P 
în constanta 3. 

Fie polinomul p(X) = X2 + 4X2 + 3; inlocuind nedeterminata (varia- 
bila) X prin constanta 2, obţinem polinomul constant 29-44 -2:4+3= 
= 8+4+164+ 3 = 27. Notăm p(2) = 27. Spunem că 27 este valoarea polino- 
mului p în 2. 

Inlocuind în p nedeterminata X cu constanta 0, obţinem p(0) = 0% + 


A ai ap 1 1 
.02 = 3. 1 = ra 
+ 4:00:43 a tel, p(2) (2) +2) e e aa aa 


+3 = ăi MID = (260-243 84164341, 


Astfel, valoarea lui p în O este 3; în E este ai, în —2 este 11 şi,/ 
aşa cum am văzut, în 2 este 27. 

Observăm că putem obține valoarea polinomului p în orice constantă e 
şi că avem p(6) = c + 4e2 + 3. Calculul valorii p(e) se face conform algorit- 
mului: 

Pasul 1. s = c- e (aceasta inseamnă că vom calcula produsul e: c şi-l 
vom nota cu 5); 


Pasul 2. t= = 
Pasul 3. u=4 -s; 
Pasul 4. v=t+u; 


Pasul 5. p(o)=v+3. 
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Deci, trebuie să efectuăm trei înmulţiri şi două adunări. Există şi un 
alt algoritm, care ne permite economisirea unei înmulţiri. Acest algoritm se 
bazează pe scrierea p(c) = (c + â)c? + 3 şi este următorul: 


Pasul 1. s=c+â; i: 

+â; (sz)că, 3 
Pasul 2. î=c -c; dA: 
Pasul 3. u = st; z 
Pasul 4. p(c)=u+3. Pt] 


OBSERVAȚIE. Într-un algoritm, în fiecare pas se execută o singură 
operaţie elementară. Un automat (c maşină de calcul) care ştie să efectueze 
adunări și înmulţiri, va putea fi „programat“ să execute acest algoritm. 

Fie polinomul în două nedeterminate X şi Y: y : 

PX, = X+r. 
înlocuind nedeterminata X cu 1, iar nedeterminata Y cu 3, obținem 
4 9) 1h,„3 
pă, 9) = +34. Le te, (3 2]-(G) += m = 
=14+(—=0. 
Tnlocuind numai nedeterminata X cu 4, obţinem polinomul în Y: 
PU, P=1+Y. 
Înlocuind nedeterminata X cu polinomul 2 ++ 1 = g(2), iar nede- 

terminata Y cu polinomul z + 2t = r(z, î) obţinem polinomul în 2 şi e: 

(+14 (6 +20 = 35 + 2:41, care se notează p(g(2), r(z, 1). 

OBSERVAȚIE. În cărţile mai vechi, în loc de „înlocuim pe X cu 14 
se sorie uneori „X = 1%. Încercaţi să nu folosiţi această notație. În cărţile 
mai noi veţi întilni notaţiile: „i — X* sau „X « 1%, amindouă citindu-se: 
„dăm lui X valoarea 1“, sau „inlocuim pe X cu 1, 


EXERCIȚIU REZOLVAT. Fie polinomul P(Z) = (22 — 197 + 1) + 
17 
zid (2 aa). 
a) Sorieţi algoritmul pentru calculul valorii polinomului în constanta o. 


b) Descompuneţi polinomul în factori. 
e) Scrieţi algoritmul pentru calculul valorii polinomului ti c, folosind 


descompunerea în. factori. 


d) Calculaţi (3), = 2) și (1). Ce algoritm folosiţi? 


Rezolvare. a) Algoritmul este următorul: 


Pasul 1. s=2-c; 
Pasul 2. t=s—A1 (am „programat“ prima paranteză); 
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Pasul 3. u=—c+4 (a doua paranteză); 
Pasul 4. v t-u; 
Pasul 5. e -e; 
Pasul 6. 9ov il; 
ez 


Pasul 7. r=2-q; 

Pasul 8 P(o)=y+r. 

b) Pentru a descompune în factori, efeotuăm mai întii inmulţirile, 
apoi regrupăm: 


P(Z) = az +22 — 2 —4 paza Îl az +24 1 — (az o): 
16 16 â 


c) Noul algoritm este următorul: 
Pasul 2 -c; 


Pasul 2. 
“Pasul 3. P(o)=t-t 


d) Cu acest al doilea algoritm, obținem (= 
Aj (5 _25 1)_9 1)_9 
=] = = FI - 32? = . 
(+2) (4) 16) P( 3) 16 (4) 16 
EXERCIŢII 


1) Fie P=2X2—XY +37; 0=3X—4X7— VW, R=X+ 
+ 2XY — 2Y2. Sorieţi în formă canonică polinoamele: 
a A=P+QO-—R; b)B=P—-O+R; 0) C=P-—(0+R); 
d) D=P—(Q0—8R); e) E=(P+0)—R- 
Fie polinomul P(X) = (X3 -+- X2)2 + (X2 — X) + (X2 — 1. Cal- 
culaţi valoarea lui P în a) —41; b) 0; 0) 4. 
Fie polinomul, P(X) = (2X2 + 1) — X*. 
a) Descompuneţi în factori; Calculaţi P(— V/3), P(—1), PU), 


A , Sil 4 A 2 
P(V/2). Ce observați? c) Calculaţi P(13) »(23) P(2). 
(3) Fie polinomul P(X) = (AX: — 12 — X*. 
a) Descompuneţi în factori;(B) Calculaţi z(3 Da) P(—4), PU), 


se: RF 
(02 
(7) 

5%) Fie polinomul P(X) = X? + 4. Arătaţi că pentru orice număr real 
e avem P(c) >0. 

6) Sorieţi algoritmul pentru calculul valorii polinomului p(X) = aX* 4+- 
+ X-$ 2 în constanta c. Puteţi găsi un algoritm mai convenabil? 

7) Scrieţi în formă canonică polinomul a cărui valoare în constanta o 
se calculează prin următorul algoritm: 

Pasul 1. s=c+1; Pasul 2.:t=—s:s; Pasul 3. u=2 -c; Pasul 4. 
p(o)=t+ua 
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8) Fie polinomul E(X, Y) = X2—XY +2xX —2Y; 

a) Calculaţi E(1, 1), E(2, 2), E(3,3). Ce observați? b) Calculaţi Z(—2, 
—2), E(—2, 0), E(—2, 1), E(—2, 2), E(—2, 3).Ce observați? c) Descompuneţi 
în factori. Explicaţi rezultatele obținute la a) şi b). 

9) Fie polinomul Q(X) = (X — 1) (32 — X — 1) + 32 — 4). 

a) Descompuneţi in factori; b) Descrieţi algoritmul pentru calculul 
valorii Q(a). 

10) Fie P(X, Y) = (X — 372 5(X — 37) 0X + Y) + âQX + 7 
şi Q(X, D= (9 X + Y) GX —2Y), Calculaţi: 

a) PU, 4) şi OU, 1; b) PU, 2) şi Q(1, 2); e) PU, —8) şi QU, —8). 
Cum exylicaţi rezultatele obţinute? 

11) Fie P(X, Y) = X=(X + Y) — YA(X + Y). Seriei în formă cano- 
nică polinoamele în X: a) P(X, —4); b) P(X, 0); c) P(X, 1). 

Calculaţi apoi valorile P(—2, 3), P(3, 2), P(5,5). 

12%) Fie p(X, Y) = X2—2Y;g9-(X, V) = XY; ră, P) = x —3xXY. 
Inlocuind pe X cu a + b iar pe Y cu ab, ce devin polinoamele p, g şi r? 

18) Fie polinomul P(X) = X2— X2++ X—4. Precizaţi care dintre 
propoziţiile ce urmează sint adevărate: 

a) P(4) = 1;b) PQ)=5;c) P(—1) =0;9) PU) =0;6) P(0) = —4. 

14) Caloulaţi valoarea polinomului P(X) = X: —2X +3 în 2+/ă, 
în 2—Vă şi în —2+ Vă. 

15) Calculaţi P(— /3) şi (P V/3), unde P(X) = X3—2xX24-3xX—2, 

16) Fie P(X)= X: — 4X2 + 3X +1. Calculaţi P(—2)- PQ2) + 
+ P(—1)- P().. Calculaţi P(a) + P(—a) şi P(a)- P(—a), unde a este un 
număr real. 


N 9. FRACȚII RAȚIONALE 


În formula de calcul a densității p = a membrul drept nu este un 


polinom în literele m şi V; este o fracție rațională. 
Cunoscind aria A a unui trapez, înălțimea / şi baza mare B, baza mică 
se calculează după formula 


Membrul drept al acestei formule nu este polinom în litera A. 

Fie polinoamele în X: P(X) = 3X2 + 6X și O(X) = 3%. Observăm că 
polinomul C(X) = X + 2, are proprietatea că O(X)-C(X) = P(X). Este 
natural să-l numim pe Coltul împărţirii polinomului P la polinomul Q şi 
să-l notăm P:Q. a PI i ji > 

Fie polinoamele în X: p(X)-= X -+-1 şi q(X) = X; oricare ar. fi polino- 
mul! (A) nu putara aveai d cl) i A A 1 aia putea împărți (fără 
rest) polinomul p la polinomul g. 


14 


Aceeaşi situaţie am întilnit-o în clasa a V-a, atunci cind am învăţat 
despre operaţiile cu numere naturale. Am văzut că 6 se împaite la 3, dar nu 
se rapante (fără rest) la 5. Am învăţat atunci despre fracții și că 6 :5 este 


2418) 
„racţia“ > 

Această idee o vom folosi şi în cazul polinoamelor; vom învăţa acum 
despre. fracţii raționale. = 


DEFINIȚIE. Vom numi fraoţie rațională (în nedeterminata X) o pereche 
de polinoame P(X) şi Q(X), scrisă sub forma 


200 
0) 
Numitorul Q(X) trebuie să fie diferit de polinomul nul 0. Astfel, 
AX, Bă. 3 0X AB =, pt VA 


rog ae abate ei Dcu aia pltae Tzi Die > a! 
sint exemple de fracţii: raţionale în nedeterminata X. 
2a 2 2a 2024 
SEA oi ai apă 
sint exemple de fracţii raţionale în nedeterminata a. 
Ea XE il 
X7pI: Fi XP! Yi 
sint exemple de fracţii raţionale în nedoterminatele X și Y. 
OBSERVAȚIE. Orice polinom P(X) în nedeterminata X poate fi 


soris ca fracţie raţională în X, cu numitorul 1 :2 UB 


EXERCITIU 


Care dintre propoziţiile ce urmează sint adevărate: 

1) O fvacţie raţională este citul dintre un polinom şi alt polinom nenul; 
5) O traoție raţională este o pereche de polinoame; 

0) O fracţie raţională este un raport Pda 


(10.9) 


AMPLIFICAREA FRACȚIILOR RAȚIONALE 


X+A 
CEB 
şi numitorul ei cu polinomul X + 1. Obţinem o nouă fracţie rațională, 
al cărei numitor este (X+ 1) (X—1)= X2—1 şi al cărei numărător 


Fie fracţia raţională (în X) Să înmulţim atât numărătorul, cit 
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sate (X + 1) (X + 1)= x: + 2X +4. Această nouă fracţie rațională este: 

Xa 2X +4 
Xa 1 

fragţii ou polinomul X + 1. Se obişnuieşte să se scrie 


XrDXAA _ Xa2X 4 
X—1 aa 


» Spunem că ea a fost obţinută prin amplificarea primei 


Alt exemplu: fie fracţia raţională =. Să inmulțim numărătorial și 


numitorul cu polinomul X; obţinem fracţia rațională aa despre care vora 


spune că a fost obţinută din E prin amplificare cu X. Soriem 
XI) 8: BX: 
i dimi caz 
De asemenea 


ana 3248 
CE pe 


In general, fie z se o fraoţie rajională în nedeterminata X, iar AUX) 


un polinom diferit de 0. Vor spune că fracţia raţională e Z 


a fost obținută din fraoţia 202 prin amplificare ou polinomul R(X), 


EXERCIȚI 


1) Amplificaţi fraoţia raţională = cu. polinomul: 


+1 
a) X; b) X+ 1; 0) X3; d) X2+-1; 0) 2X; 1) 3%; pp 2x41, 
2) Amplificaţi cu polinomul X? + 1 fracțiile raţionale în X: 

2X +1 1 X—4 
a pa 30) 34) 


a) ;.5) se) ăn Xa, 


=, Xa 
XA 

PIZ 

a) X;b) Y;c) X—1;9) Y—1;0) X+r. 


3) Amplificaţi fracţia raţională cu: 
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SIMPLIFICAREA FRACŢIILOR RAȚIONALE 


X2—1 
5 e PET eo a 
descompune în factori numărătorul: X2—1=(X+1)(X—1). Dar şi 
numitorul ei poate fi descompus: X?—3X +2 = (X —2)(X— 1). Poli- 
nomul X — 1 apare ca factor atit la numărător, cit şi la numitor 
X+ DX 
(X—2) (XD 


Să privim fracţia raţională Să observăm că putem 


Spunem că fracţia rațională a se obţine din fracţia raţională 
ASI 
= Ia prin simplificare cu polinomul X — 1. Notăm: 


X2—A4 ăi _ X+i 
3x32 OX—2 

Xa —4 Li 
a SIA A 
ogale; prima se obţine din a doua prin amplificare cu X— 1 a doua se 
obţine din prima prin simplificare cu X — 1. 

În general, dacă P(X), Q(X) şi R(X) sint polinoame, vom spune că 
PUD P(X) - R(X) 
Q(X) Q(X) - R(X) 
Simpliticare cu polinomul R(X). 

(Bineînţeles, polinoamele Q şi R trebuie să fie diferite de 0.) 


OBSERVAȚIE. Fracţiile raţionale nu sînt 


fracţia raţională prin 


se obţine din fracţia raţională 


De exemplu, feaoția raţională Bi se obține din fracţia rațională 
x prin simplificare cu X; fracţia raţională x se obiine din fracţia raţio- 
Ș 
nală Dă prin simplificare -cu X2. 


e, er — 

Fracţia rațională A se: obține din e prin simplificare 
cu Y; din ca se obţine prin simplificare cu X +- 4 fracţia raţională 2 
oare se identifică cu polinomul X — 4. 

EXERCITII 

1) Simplificaţi cu X fracțiile raţionale: 

a amr a E ciao] Ă : 
a) a i b) x i e) pai d) za „ Care dintre ele mai 


poate fi simplificată? 
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—..—.._—_——_”—_—— 


2) Simplificaţi fracţia raţională Fa cu 
a) X; b) X+Y;c) ay. 


() Simpliticaţi: 


max ax A5aX2Y 9a2x2 2x 2x2y 
5b ; d ; ; 
0) ae 5) Ea 10), apara ga i 2 Ga i ap! Daxvi 
a xy, 
2 BE, S0z. 
ax: Yxz 
GP simpliticaţi: A 
AY a: Pa ap S-a x: — xy âX — 12 
3 bi i ; 
2 Tae i Dori Ap 
3%2-9 AX 4 12XY 8X — 16 6x2—6 
Ec ; : 
“5 2 9 a6xi aa i 3x73) 
A E 0 
dz 
3 E) E) 
(5) simpriicaji 
a) —BX 5) (X — 1 —a0x 5) Xa 
(X + 1)(x—3) Li XI — Mp) 
o) E F6Xr Lon, i prayz—z e BX — 574 
jap oa poz O EX per 
VALOAREA" UNEI PRAOȚII RAȚIONALE 
E PX) AI Ș sati 
| Pio F(X) = 3, o traoţie raţională în nedeterminata X și fie e un 
număr real. 


Putem caloula valoarea P(c) a polinomului P în e; de asemenea, putem 
calcula valoarea Q(c) a numitorului Q în c. Pot apare două cazuri: 
Cazul 7. Dacă Q(c) 4 0, atunci vom spune că îrăcția rațională 77 are. 


pie) Pte) 
valoarea —— în e; vom nota Pe) = (0. 
ate) = a 
Cazul 2. Dacă Q(c) = 0, vom spune că fracţia raţională F nu are deti- 
nită valoarea în c. 


De exemplu, fie fracţia Pa =. Aici P(X)= X +4, iar 
Q(Xă)= X—1. Fie numărul 5; avem Q5)=5—1=—âz 0; deoarece 
P6)=5+1=6, fracţia raţională P are valoarea pă - E în 5; scriem 


70 =*. 
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Avem Q(2)=2—1=1740şi P2)—2+1=—83. Fracţia raţională F 


are valoarea - 3 în 2;-seriem F(2) = 3. La fel, 


a 5 7 1 
Beciu “2 Ş, Ei 
ao at 2 e Rae 7 pa 
F )= oz ul (LE SI Le 
E ear 1 2% far] E var: 
SES lu E iapă 
sa E] a a 


mu are definită 


Insă Q(1) = 1—1 =0. Deci fracţia raţională aaa 
valoarea în 1. Se mai spune şi că nu este definită în 1. : 

OBSERVAȚIE. în cărțile mai vechi se foloseşte exprimarea. plrasţia 
raţională nu are sens în î*. 


Alte exemple. Fie fracţia raţională F(X) 


ai avind numitorul 
Q(X) = X2 — 1. Deoarece Q(1) =0 şi Q(—1) =0, fraoţia raţională E nu 
are, delinită valoarea în 1 şi în —1. Avem: 


TD PAPEI a 52) Vă E, 
50) = pai (Va Va; 
V3 V3 —2 2 
2/3) = -F3 gay ei > 
(3) (V/3—1 2 (552) (—2)—1 3 
Fracţia raţională px) = FE are. namitorul Q(X)= X*— 3. 
Deoarece Q(0) = 0 şi Q(1) = 0, fracţia,F' nu are definită valoarea în O şi 1. 
RA gi, tipa 
Avem (3) = a a i FO) app 0 


Fracţia rațională G(X) = >, avind numitorul Q(X) = X, nu are 


detinită valoarea în 0; pentru orice număr real s 7 0, avem G(5) = s(!) 


EXERCIȚIU REZOLVAT 


XA 


5x32 nu are definită 


Pentru ce număr real s fracţia raţională F(X) = 


valoarea în s? 
Rezolvare. Prin definiţie, fracţia F nu are definită valoarea în s dacă 
Q(s) =0, unde Q(X) = 5X +2. Deci 5s + 2 —0, ecuaţie ce are o singură 


soluţie, numărul — 2. Deci fracţia raţională F nu are definită valoarea 


ţia Eta 
5 
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EXERCIŢII 


1) Fie fracţia raţională E(X) =: aflaţi E(1); E(0); 
E(—2); E09)- 
2) Fie F(X) = 


= 
Sa 
a —V2 bo; 9 DV 9/8. 


3) Pentru ce număr real z, fracţia raţională 


DE ») ati «) ati d) —5— nu are definită valoa- 


xi 
rea în z? 


aflaţi valoarea fracţiei raţionale Fin: 


10. EXERCIŢII ȘI PROBLEME 


D Exprimaţi printr-o formulă perimetrul unui dreptunghi, ştiind că 
jungimea unei laturi este cu a nai mare decit lungimea celeilalte. Exprimaţi 
printr-o formulă și aria acestui dreptunghi. 
2) Costul unui bilet de tren pe distanta Mangalia —Constanţa este de 
20 lei la clasa I şi de 13 lei la clasa a II-a. Caseria gării Mangalia a vindut 
într-o zi a bilete de clasa I şi b bilete de clasa a II-a, pină la Constanța. 
Ciţi lei a încasat din vinzarea acestor bilete? 
3) Covoarele din figura 11.8 sint asemenea 
şi sint țesute din material de aceeași calitate. 
Costul materialului din cel mie este de c lei. 
Cit va costa materialul din cel mare? 
4) Ce date trebuie să ştiţi pentru a putea 
estima: 


E a 
a) numărul de litri de benzină ce se con- 
sumă la o călătorie Bucureşti-Timişoara, făcută 
cu o maşină „Dacia 1300“; 
b) costul combustibilului consumat “în 
————— 


această călătorie; 
c) durata călătoriei? 
Fig. 1L.8 5*) Doi biciclişti pleacă în acelaşi moment, 
unul din Ploieşti spre Buzău, celălalt din Buzău 
spre Ploieştă; ei parcurg în mod uniform distanţa dintre cele douâ oraşe, 
primul cu viteză u, iar al doilea cu viteza o. 
a) Primul biciclist ajunge la Buzău în a ore. În cite ore ajunge al doilea 
la Ploieşti? 
b) Ei se intilnesc pe şosea, cu c ore înainte de sosirea primului la Buzău. 
Cu cite ore inainte de sosirea celui de-al doilea la Ploieşti are loc intilnirea 
dintre ei? 
6 Etectuaţi înmulţirile: 


a) (2X9) -(3X7); b) (Va xr)-(V2x2);0) axn-er2-(— 532); 
d)(V/3%)- W/2x Y)-(V/6 XY2); e) (05X5)-2Y5)-(3XY); D) (—2Y2)-(—3X). 
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x 


7) Efeotuaţi: 

2 xy 1 xav-byl serii ay 5 1 x. 

x a XE) XX 0) RX: 
ales e)tose)ule 25) 


8) Reduceţi termenii asemenea: 
î) BX XI — ai — AY — Vs 3% AXP Ti h) = p 


+ 4XY + 3X2 + 2X7 —5X3;c) Lea a v+- Axa IE tr: 


9) Efectuaţi adunările, Ea apoi re asemenea: 
a) (—2X234 5X2— XA 2) (XI —3X +2) + (0 +4X— 5) 


» (a 200 e (ere rr a x) (ee 
ar + păr). 


10) Etectuaţi înmulţirile: 
a) (—3XYX2 — XY + Y2);b) XI + Xa — 2io(— pere 


—2XY + 2Y2+ 4%). 
1) Eleotmaţi inmulţirile; scrieţi apoi rezultatele în formă canonică: 
a) (4 —2X + Xa + X); b) QX2—6X + 308 — 2%); 

o) 2— ari. —2X +5) d) (X — VDO + V2x—V/3). 

12) Efeotuaţi calculele, scriind rezultatele în formă canonică: 

a) (Xi + 2X0 -- X2 — 4X — M1)(X2 — 2X + 3) — 10X-+-32; b) (4X— 
—3) -(7X + 8) — (BX — 9)(5X +7) — (3X— = 0203 8); 0) (2X—1)- (8X— 
—8) — (4X — 2)(2X — 6) + (6X — 3)(7X — 2). 

13*) Efectuaţi 
a) (X2 + aX + ae)(X2 —aX + a2); b) (1 XDA + XDA + XOU-+ Zi: 
9) (1 AULA + X9); A) (XA PI ZVXY + XZ ZA 4 CĂ 
+ YA + Z)Y +2); e) (AX - 2XY + 2W)(X0 — 2XY +2 Y>). 

14) Ce lipseşte pentru a fi pătratul unui binom: 

a) XE 49; b) 4X2Y2 4 Xa; 0) aX2 4 9V2; d) a — 40%; e) XI 


5%; DL Xa 3 mix 


5, cz] a ini 
Spa da ab) axa axa 4 2x39) Y3 — 7% + 5%; 
d) Vs — Va — 24 6) 2nR0 + 20RH; 6) VI +73; p) AX: + ar: + 


+ atzi; h) LR + nLr; i) Max ae; i Pe X) 9X2 — /18XY; 
1) 2X2y3 + BX — 4X% 
6) Scoateţi tit comun: 
a)10X2 + 25XY — 15XZ; b) aX-+bX2+ X3; c) 20aX —325 X+ 
+ 28 X2; d) (2a — 1)X2+ (1 — 20) XY + (a — 1)X;e) pei + 31) 
— (0X 3) X 4 8X 412; (XV DOP) +1) XX; 
2 (2 XX AF X+ 27; ÎN (XA PA DAIA XA P+Y4 


2 a 
6 — Matematică-algebră, cl. a VII-a 


Restringeţi: 
JA —GX:Y + 9Y2; b) XI AXY2-- 47%; 0) Xa —10Xay2 4 
+ 25Y4%; d) 16X2 +8X +1; e) :X0 —6X5Y + 972. 
Descompuneţi în factori: 
a) X2 —2;b) X2 — 3; c) X2 — 15; d) X2 —8;0)2X2 —1;1)3x2—2; 
8) X2=2V/3X+3; h)5X2 +2 V/5X +1; î) X1—4, j) AX — 4697. 
) Descompuneţi în factori: 
a) Xi--âY%; b) 9 Xa. 
ndicație: completaţi mai intii pină la un pătrat.) 
Descompuneţi în factori: 
"aj X2-+10X +16; b) X2-+-7X +42; 0) 3X1 4 4X +4; 
d) X —7X2 + 2X —14; e) X2—14—XV—Y; 1) Xp Xa — pe — 
— 2X2Y; p) Ai — 92. / 
*) Doscompuneţi în factori: 
a) X2—7X+6; b) XX 7X2+6; v) X4—B424+15; d) X2+ 
F2XY A P+X+Y. = 
29) Fie polinomul P(X) = (X + 4)2 — 2(X2 — 46) + (X — 4). Calou- 
laţi P6): P(4), PE), PE) şi PU). 
23*) Fie polinomul P(X) =2X2 — X2 — 2X + 1. Aproximaţi cu eroare 
de 0,01 valorile P()/2) şi P(V/3). 
24) Desorieţi în pași algoritmul pentru calculul valorii P(a), unde 
P(X) =QX +0: X+2. 
25) Pio P(X) =(0X+5):0X +3). Descrioţi în paşi algoritmul 
pentru calculul vali 


2 
26) Sorieţi în formă canonică” polinomul în X: pm) E 


E 
-( m m). Descompuneţi in factori acest polinom, Ce observați? 


27) Fie P(X) > X(X + 1) (XD 0042) (72) (X+3). 
Scrieţi acest polinom în formă canonică. Calculaţi P(—3), P(—2), P(—4), 
P(0), PU), PO) şi PE); aranjaţi aceste 7 numere. în ordine crescătoare. 


28) Calculaţi o(3), unde Q(X) = 162 — Xa + 32(X — 34, 


20) Amplificaţi fracţia raţională F(X) = —7 tza cuX—2, cu X2, 
apoi cu X2 — 2X. 
30) Amplificaţi fracțiile raţionale — şi a astfel tncit; 


tracţiile obţinute după amplificare să aibă acelaşi numitor. 
31) Simplificaţi fracțiile raţionale: 

X2Yz p,s9 a aX—X aX—a 
3.b) ; e) 34) 0 

3X:Y Xa aX: x—x 


a) 
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32) Simplificaţi: 
ay 12X pp 203 AY XP Xe, 
GX2 6X; DEF XP, XX 


zi 
Xe — BX AX —7Xr6 XI —5X--6 
Xa TEZEI E CE 
34) Simplificaţi: 
ap PXi A, pyXE—3X 2, Rr +X, 
aX2y2 ya x: —5X+6! x —X 


= i Efes te XIX, 
ZE ap o ci XI ZSX Fa 

) Simplificaţi: 
3 x —3X 


d IVI! DIA I 
36) Fie fracţia raţională E(X) a + Caleulaţi. valorile: 


EU); EQ); EWV/2); E(V/3); E(V/2 +1) şi E(2V/2). Arătaţi că pentru 


orice număr real s avem E(—s) = E(s). 


37) Fie F(X) i: Arătaţi că 0 < F(3) <A pentru orice număr 
real pozitiv s. 
5x— 
38) Pentru co număr real s, fracţia raţională aa nu este defi- 


nită în 3? Calculaţi valorile fracţiei raţionale în A; 2 Aproximaţi 


cu eroare de 0,01 valoarea fracţiei raţionale în |/2. 


= 39%) Arătaţi că fracţia rațională F(X) = a are valoare în 


orice număr real s. 
AX — A 2 Caleuiaşi proânsul. Fă) (2) 


40%) Fie F(X) = 
2x33 
eroare de 0,04. Este adevărat că acest produs este număr intreg? 
41) Fie F(X) -> — 1. Galcutaţi produsul F(a)-.F(—a), unde a este 


Xa 
un număr real Ey 
42)NFie polinomul P(X) = X2—2X +3. Calculai P(2— V/3) şi 


pQ + V2). Aproximaţi aceste valori cu eroare de 0,01. 


33 
sa 


LUCRARE PENTRU VERIFICAREA ÎNSUȘIRII 
CUNOŞTINŢELOR DE BAZĂ 


1) Reduceţi termenii asemenea: 
a) 2X2—3X +7 — X2— X2—X41 423 —2X24+2X—5; 
b) 107, — 8y + 6z — 5 — 2y — 8z + 22 + 6y + âz — 5. 
2) Eteotuaţi inmulțirile, apoi scrieţi rezultatele în formă canonică: 
a) 24 X)- 0% + 3X +1); b) 6—X—X)-3X—1); 
e) (2 —2X + 1): (324 2X +1). 
3) Restringeţi: a) 9a2 — 12 ab + 40%; b) 2X2 +4 2/2X +4. 
4) Descompuneţi în factori polinoamele: 
a) XY+3X—F—3; b) (X— 12 —(2X +3); c) X—6x. 
5) Sorieţi paşii algoritmului pentru calculul valorii P(c), dacă P(X) = 
=2- (Xp. 
6) Calculaţi P(2) şi P(—V/3), unde P(X) =Xi— X2—4. 
Xa —4X + 


7) Simplificaţi fracţia raţională 
8) Aflaţi valoarea de adevăr a propoziţiilor: a) F(3) =3; b) F(4) = 
= E 0) F(—4) = —3, unde F(X) este fracţia raţională din exerciţiul 7 


de mai sus. 


CAPITOLUL III 


FUNCŢII ŞI GRAFICE 


1. MULȚIMI 


Orice mulţime trebuie înțeleasă ca o „colecţie“ de obiecte (de acecaşi 
natură sau nu), obidcte ce sint numite elemente ale mulțimii. Am convenit în 
clasele anterioare să notăm mulțimile cu litere mari: A,B, ... sau cu notații 
speciale: N, Z, Q, R. 

Reamintim că o mulţime poate fi precizată scriindu-i elementele între 
acolade, ca de exemplu astfel: A = (a, b, c, d), sau speciticind o proprietate 
comună numai elementelor mulţimii, ca de exemplu [1, 2] = (sER|1 s< 
sss2). 

Scriem a € A şi citim, „a aparţine lui A“, dacă a este element al mulți- 
mii A; dacă u nu este element al mulţimii A, scriem u e A și citim „u nu 
aparține lui A“. 

Notăm cu 9 mulţimea vidă, adică mulţimea ce nu are nici un element. 

EXERCIŢII 

1) (oral) Enumeraţi elementele mulţimii: 

a nENli<nssi;b) (zEZ|—3<zs<4j;c)(2cQlzse 
serie sub formă de fracţie cu numărătorul și numitorul mai mari decit 0 și 
mai mici decit 3). 

2) Scrieţi mulţimea divizorilor numărului natural: 

a) 12; b) 15; c) 17; d) 9%; e) 234, enumerindu-i elementele. 

3) Care dintre propoziţiile următoare sint adevărate: 

* a) 2e 2,3,4j;b)5eB;0)0eB;daetatb,zj; 
e) —7 € (zER|—9<z<0); )V/3—1eB. 


2, OPERAȚII CU MULȚIMI 


Am învăţat în clasele anterioare despre trei operaţii cu mulţimi: reu- 
niunea, intersecţia şi diferenţa. 

Fie A şi B două mulţimi. Reamintim că A U B (citim „A reunit cu B“) 
este mulțimea (z |z EA sau z€B). 


De exemplu, fa, d, z)U (a, 29,1) = fad zyt. 

Reuniunea mulțimilor are următoarele proprietăţi: 

1) AUB = BU A, pentru orice mulţimi A şi B (reuniunea este comu- 
tativă); 

2) (AU B)UC =AU(BUC), pentru orice mulţimi A, B și C (asoci- 
ativitatea). 

3) AUO = A, pentru orice mulţime A. 

Intersecţia mulțimilor A şi B este mulţimea (z|z€EA4 şi ze B). 
Această mulţime se notează A N B. 

De exemplu, fa, d, 2 N ţa, 2, y, îi = (a,z). 

Intersecţia mulțimilor are proprietăţile: 

DANB =B A, pentru orice mulţimi A şi 8; 

2) (4NBNC =AN(BNC), pentru orice mulţimi A, B şi C; 

3) AN 9=0, pentru orice mulţime A. 

Diferenţa dintre mulţimea A şi mulțimea B, notată A — B, este mul- 
țimea (2 |z€ Aşi re B). 

De exemplu, fa, d, 2) — ţa, 2, 1) = (0), iar (a, 2, v, 1) — (a, bz) = 

0). 
E. Din acest exemplu rezultă şi faptul că diferenţa nu este o operaţie co- 

mutativă. 


EXERCIŢII 


1) Fie 4A=(W/2, Vă, 3,9siB= (zeN|5<z<10j. 
Scrieţi elementele mulțimilor AUB, ANB, A—B8, B—A4. 

2) Fie A= (rEZ|—5<z<4) și B= (1 —2|, |—|, 3. 
Stabiliţi valoarea de adevăr a propoziţiilor: 

a) AUB=A; b) ANB7 A; c) AUB=ANB; AAN B=B. 

3*) Arătaţi că (ANB)UC=(AUON(BUC) şi uvanc= 
=(4NC)U(BN C), pentru orice mulțimi A, B, şi C. 

4*) Arătaţi că dacă AN 8 =B, atunci AUB =A şi A—(4— 
—-p=8. 

5*) A şi B sînt mulţimi de litere. Care' sint elementele fiecăreia, ştiind 
ca €E4—BbEeB—AcEANBAUB = (a,bc,d)și (a,d)n 4= 
= (a, dy? Cite soluţii are problema? 


PRODUSUL CARTEZIAN 


Să presupunem că sint date mulțimile de litere A = (a, d) şi B = fa, 
e, [- Cu elementele acestor două mulţimi putem forma noi obiecte, anume 
perechi in care prima componentă este din A, iar a doua din B. Aceste pe- 
rechi sint: 


(a, a); (a, e); (a, 7); (&, a); &, 5); 8,7). 
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Ele pot fi scrise, pe scurt, astfel: 
(2, 9), unde z€ A,iar ze B. 


Aceste perechi formează o nouă mulțime, pe care o vom numi produsul carte- 
zian* al mulțimilor A şi B şi o vom nota A X B. 

Deci AX B=((2, |zeAşiyeB). 

OBSERVAȚIE. Într-o pereche (2, y), ordinea în care scriem compo- 
nentele este importantă; dacă z 7 y, atunci perechea (y, 2) diteră de perechea 
(z, 9)! Astfel, produsul cartezian al mulțimilor B şi A, notat BX A, are 
ca elemente perechile (7, 2) cu yE B iar zEA şi diferă în general de A x B. 

De exemplu,pentru. mulțimile de litere A = (a, d) şi B=(a, e, f| 
produsul cartezian B x A are ca elemente perechile: 

(a, a); (a, 2); (e, a); (e, 2); (f, a); (3). 

Să prezentăm elementele produselor carteziene A X B şi BX A şi 
în alt mod: 


Ba, 


fi far) 0) tab) feb) tr,b) 


e lase) (be) 
a tea)» ta) faă) tea) ta) 


Z aa a RI) 
asa 
A E et oase 
Alte: exemple: % 4 g 
1) (1, 2) x 40, 2) = (1, 0), 1,2), 2,0), 2,2). 
“2) Rie M = (m) (deci o mulţime formată dintr-un singur element), 
iar N = (a, w, 2). Atunci: 
M x N = (m, 2), m, 9), (m, 2) 
In general, dacă mulţimea A are a elemente, iar mulţimea B are b 
elemente, atunci produsul cartezian A X B are a - b elemente. A şi B se 
numesc factorii produsului cartezian A x B. 


EXERCIŢII 
1) Dacă A =f—2, —1,0, 1) şi B= (a, d, c), descrieţi Ax şi 
B x A. Este adevărat că aceste mulţimi au fiecare 10 elemente? 


* cartezian — provine de la numele latinesc (Cartesius) al lui Ron Descartes (1596— 
1650), matomatician şi filozot francez. 
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2) Fie A = 1, 2, 3, 4, 5). Seriei ele- 
mentele produsului cartezian A X A. 

3) Fie P mulţimea cifrelor pare, iar A 
mulţimea numerelor prime mai mari decit, 4 şi 
mai mici decit 12. Scrieţi elementele lui P x A. 
Cite elemente are PX A? 

4) Pe o tablă de şah (vezi fig. III.1) se 
află un turn alb în poziţia (c, 5). Scrieţi toate 
poziţiile pe care le poate ocupa turnul, după o 
mutare corectă. Aceeaşi hier pentru ne- 
bunul negru din poziţia (f, 3). La jocul de şah, 
turnurile pot fi mutate pe linie sau pe coloană, 
Fig. IIL.4 iar nebunii pot fi mutaţi doar diagonal. 


3. COORDONATE CARTEZIENE, 
REPREZENTAREA PUNCTELOR ÎN PLAN 


Oricărui număr real îi corespunde un punct pe axa numerelor. Reamin- 
tim că axa numerelor este o dreaptă, pentru care am ales un punct O (origi- 
nea), un sens pozitiv şi o unitate de măsură, segmentul OI (vezi fig. 111.2). 

—— negativ o 
[] 
Fig. II.2 


În clasa a Vl-a am învăţat să reprezentăm pe axă numere raţionale. 
Ținind seama de teorema lui Pitagora, acum ne vine uşor să reprezentăm 
pe axă şi numerele de forma V/Z, V/3,... 

De exemplu, dacă vom construi un pătrat ABCD cu latura de 1 dm, 
atunci AC: = AB: + BC3, adică AC: =1 dm? + 1 dm? —2 dm, de unde 
obținem AC = V/2 dm. Aşezind virful compasului în punctul A, luînd în 
compas diagonala pătratului şi trasind arcul de cerc ca în figura IIL.3, ştim 
că lungimea segmentului AR de pe dreapta AB este |/2 dm, 


Lungimea diagonalei dreptunghiului cu L = /2 şi 1 =1 este Vă 
(vezi fig. ÎIL.4). 


Fig. IIL.3 Fig. IIL.4 


EXERCIȚIU 


Desenaţi pe caietul cu pătrăţele co axă a numerelor, alegind ca unitâte 
de măsură segmentul O7 de lungime 5 cm. Folosind rigla şi compasul, preci- 
zaţi poziţia pe axă a punctelor ce corespund lui |/3, V/3, 2, V5, V6, 
Vai, PI—4 și /a. 

Invers, oricărui punct de pe axă îi corespunde un număr real, care este 
numit coordonata punctului. 

De exemplu, în figura III.5 punctul P are coordonata —2, iar punctul 
Q are coordonata V/2. Scriem P(—2) și Q(V/2). 
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Fig. UL.5 A 
În general scriem S(s), indicind prin aceasta că punctul S are coordo- 
nata s. 
Observaţii. Originea O are coordonata 0; scriem 0(0). Punctele aşezate 
la stinga originii au coordonate negative, 


EXERCIŢII 


1) Reprezentaţi pe o (aceeaşi) axă punctele A(—3), B(V/3), c(—V/3), 
D(—V/5), E—V3); 

2) Arătaţi că dacă A(z4) şi B(z2) sint două puncte pe axă, atunci mij- 
locul segmentului AB are coordonata at 
lui “Thales.) 


3*) Date pe axă punctele A(a) și B(0), puteţi construi cu rigla și com- 
pasul punctul G de coordonată //ab? In ce condiţii? 


. (Indicaţie: folosiţi veorema 


COORDONATE ÎN PLAN 


Să ne imaginăm că ne aflăm la intersecţia a două străzi (punctul O în 
fig. 111.6) şi că cineva ne întreabă cum poate ajunge la locuinţa familiei Po- 
pescu. ştim că familia Popescu locuieşte în casa notată cu litera A în 
figura 5 

a aa drumul pe care trebuie să-l urmeze pentru a ajunge în A, 
plecind din 0? 

Să privim cu atenţie harta ţării noastre. Observăm trasate mai multe 
linii orizontale (paralele) şi mai multe linii verticale (meridianele), cu -aju- 
torul cărora putem localiza orice punct geografic (fie el localitate, virful unui 
munte, sau izvorul unui rîu). Pentru a localiza un punct pe hartă trebuie să-i 
cunoaştem latitudinea şi longitudinea. 

Să luăm în plan două drepte perpendiculare şi să le înzestrăm ca axe. 
Punctul lor de intersecţie îl vom alege ca origine a ambelor axe (fig. 111.7). 
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It ți 


= Fig. IIL.6 Fig. 11.7 


Pe axa orizontală să alegem ca unitate de măsură segmentul 07; această 
axă se notează de obicei Oz şi se numeşte axa absciselor. Pe axa verticală să 
alegem ca unitate de măsură segmentul 0J; ea se notează Oy și se numeşte 
axa ordonatelor. 

Am folosit astfel ceea ce se cheamă un sistem de axe de coordonate per- 
pendiculare (sau rectangulare), sau, pe scurt, un sistem de coordonate în plan. 

Odată ales un astfel de sistem de coordonate, orice pereche (a, b) cu 
a, bER (deci orice element; din produsul cartezian R x R) o putem repre- 
zenta printr-un punct din plan. Pe prima axă de coordonaje (adică pe axa 
absciselor) considerăm punctul P de coordonată a; pe axa ordonatelor consi- 
derim, puntul Q de coordonată b. Din punctul P trasăm o paralelă la axa 
Oy; prin punctul Q trasăm o paralelă la axa Ox. Aceste două drepte se iriter- 
seotează în punctul A (fig. 111.7). 

Am asociat astfel perechii (a,b) € R X BR punotul A din plan. Spunem . 
că punctul A are abseisa a şi ordonata d, sau că are coordonatele (a, d). 

De exemplu, în figura III 8) punctul K are coordonatele (3, 2) punctele 
L şi M au abscisa —1, punctele M, N şi K au ordonata 2. Punctul / are 
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coordonatele (1, 0), iar punctul J are coordonatele (0, 1). Care sint coordo- 
natele punctului E? Dar ale lui F? Dar ale lui 0? 

Reciproc, fie V un punct din plan (în care am ales sistemul de coordo- 
nate Ox, 0y). Paralela la axa Ox dusă prin V intersectează axa Oy în punctul 
Y, de coordonată y (figura III. 9). 


Fig. (1.9 


Paralela la axa Oy dusă prin V intersectează axa Ox în punctul X de 
coordonată z. Punctului V din plan îi facem, să-i corespundă perechea (z,4/) 
a produsului cartezian R x R. 

Putem, identifica astfel planul cu produsul cartezian Rx R; la fel cum 
identificăm, o dreaptă cu mulţimea R. 

Se obișnuiește să se noteze V (z, y), arătind prin această notaţiecă 
punctul V- are abscisa z şi ordonata y. Astiel, O(0, 0), £ (4, 0) şi /(0, 4). 

Să figurăm în planul din figură III. 10 punctele AQ2, 3), B(—1, 2), 
CO, â), D(=3, 0), PS, —5) şi G(—2, —3). 

Să observăm că punctele de abscisă pozitivă se găseso în partea dreaptă 
a axei Oy, iar cele de abscisă negativă în partea stingă a axei Oy. Punctele 


3 
| 


Fig. ILA40 
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de ordonată pozitivă se găsesc deasupra axei Ox, iar punctele de ordonati 
negativă dedesubtul axei Ox. Putem împărți planul în patru regiuni, pe care 
le vom numi cadrane. 

In cadranul I, punctele au şi abscisa şi ordunata pozitive. În cadranul 
11, punctele au absoisa negativă iar ordonata pozitivă. În cadranul III, punc- 
tele au şi abscisa şi ordonata negative, iar în cadranul IV, punctele au abscisa 
pozitivă iar. ordonată negativă. 

Observaţie. Punctele de pe axa Ox au ordonata 0, iar punctele de pe axa 
Oy au absoisa 0. Punctul O, originea comună a axelor de coordonate, are 
coordonatele (0, 0). 

"Toate punctele din plan ce au aceeași abscisă se găsesc pe o dreaptă 
perpendiculară pe axa Ox, deci paralelă cu axa Oy. 

"Toate punctele din plan ce au aceeași ordonată se găsesc pe o dreaptă 
perpendiculară pe axa Oy, deci paralelă cu axa Ox. 


EXERCIŢII 


1) Reprezentaţi în plan punctele A(—5, —4), B(0, /5), c(—//3,0), 
D(—V/3,V/2), E(4,4). F(—3, —3). (Alegeţi pe ambele axe ca unitate de 
măsură centimetrul.) 

2) Care sint coordonatele punetelor K, L, M, N din figura 11.447 
Puteţi spune ce aboisă are punctul X, mijlocul segmentului KM? 

3)  Reprezentaţi intr-un sistem de coordonate punctele A(—2, —2), 
BO, 0), C(4, 6) şi D(0, 4). Desenaţi segmentele AB, BC, CD şi DA. Ce figură 
se lormează? 


=! 


Fig. IL.14 
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Fie M intersecţia dreptelor AC şi BD. Puteţi spune care este abscisa 
lui M? Dar ordonata sa? 

4*) Arătaţi, că, pentru orice două puncte A(za, va) şi B(za, va) din 
za AF aa, tn), 


plan, mijlocul M al segmentului A B are coordonatele ( = 


4. FUNCȚII 


Priviţi figura III. 12. Fiecărui număn întreg de pe axa din stinga îi 
corespunde (indicat de săgeată) pe axa din dreapta dublul său. 

În figura 111.13 se observă că fiecăruia dintre numerele —2, —1,0,1,2, 
reprezentate pe axa din stinga, îi corespunde pe axa din dreapta pătratul său. 


Fig. II.42 Fig. ILA43 


Cu alte cuvinte, în primul caz, între elementele mulţimii 
(pu, —3, —2, —1,.0, 1, 2, 3...) = Z şi elementele mulţimii 
,—6, —5, —6, —3, —2, —4,0, 4,2, 3,4, 5, 6.) = Z am stabilit o legă- 
tură: fiecărui element din prima mulţime îi corespunde (îi este asociat) un 
element din cea de-a doua. 
La fel în al doilea caz: fiecărui element din mulţimea A = (—2, —1, 


0, 1, 2 îi corespunde un element din mulțimea B = (0, 4, â) (vezi figura 
111.43). 
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Fiecărui număr real s îi corespunde în mod firesc un număr întreg, 
anume partea sa întreagă [s]. Fiecărui număr real s îi corespunde us 
număr real > 0, anume valoarea sa absolută |s |. 

Fiecărei perechi, (7,9) din produsul cartezian A X B îi corespunde 
elementul z € A. 

Toate acestea sînt exemple de funcţii. Constatăm în toate aceste cazuri 
că am reuşit să stabilim o legătură între elementele unei mulțimi şi elementele 
altei. mulţimi. 

Avind deci mulțimile A şi B, putem da următoarea: 

DEFINIȚIE. Dacă, printr-un procedeu oarecare, facem ca fiecărui 
element din A să-i corespundă un singur element din mulțimea 3, vom spune 
că am_definit o funeţio de Ja A la B. Mulțimea A se numeşte domeniu de 
detiniţie (sau mulțimea de deliniţie) al funcţiei; mulţimea 2 se numeşte do- 
meniul de valori al funcţ 

In general, o funcţie 
B va fi notată f:A =B. 

În figurasIIL14 săgețile desenate nu ne indică funcţii. 
Astel, în figura III.16, a elerhentului 1 i se asociază două elemente: O și 1; în 
figura IIL14, b elementului 2 nu i se asociază nici un element. 

Insistăm: dacă f:A —Beste o fiincţie, atunci fiecărui element din 
A i se âsociază un element din mulţimea E şi numai unui singur! 

Fie A = 40, 1,2) şi B = (1, 2, 3,4). [n figura 111.45 am făcut ca lui 0 


a 


[ definită pe mulţimea A cu valori în mulțimea 


1/7 


Fig. LL. 14 Fig. LL. 15 


să-i corespundă 1, lui 1 să-i corespundă 3, iar lui 2 să-i corespundă 2. Ara 
definit astfel o funoţie f: A-+B. Se obignuieşte să se scrie f(0) — 41(1) = 3, 
f2) =2. 
În general, dată o funcţie f: A.B, elementului z E A i se asociază 
un element din mulţimea Z, element ce se notează f(z). 

Un alt mod de a descrie o funoţie, mult folosit în practică, este cu aju- 
torul tabelului de variaţie. De exemplu, funcţia din figura IIL.12 se deseriei şi 
asttel: 


z ... —3 —2 — 0 1 2 3 ses n î.. 
fa) s.. —6 —â —2 [') 2 4 6 ze 2n 
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iar funcţia din figura 111.13 se descrie prin tabelul 


| a) 00 Aa 
E za ae tie ete! E i 


Funcţia din figura 111.15 este descrisă astfel: 


Să observăm că tabelul singur nu ne descrie complet funcţia! Astfel, 
acest ultim tabel nu ne spune că domeniul de valori al funcției 7 din 
figura III.15 este (1, 2, 3, 4)! 

Fio A = (1,2, 3). Asociem lui 1 numărul 1 = 43, lui 2 numărul 4 =23, 
iar lui 3 numărul 9 = 34; definim astfel pe A funcția £, avind valori în mulţi. 
mea N a numerelor naturale. Această funaţie se notează g: A-— N. Deoarece 
elementului z din A îi corespunde numărul natural z?, soriem g(2) = z?. 

Facem să-i corespundă fiecărui număr natural n „succesorul“ său n +- 1; 
definim astfel funcţia s: N = N, s(n) =n + 4. Să o descriem şi cu ajutorul 
unui tabel: 


CL ED NR za Dar Pra 
E E REIESE DE 


n 
s(n) 


Să prezentăm citeva exemple de funcţii ce apar în mod fireso. 

Fie A o mulțime (40). Apare funcţia „identică“ i : AA, dată 
de i(z) = , pentru orice z € A. 
Fie A şi B două mulţimi nevide. Să formăm produsul cartezian 
A x B, apoi produsul cartezian B X A. Apare funcţia „de transpunere“ 
(adică de schimbare a locului) £: A X B-BX A, dată de £ (2, 9))= 
= (9, 2) pentu zE€ 4A,:yeB. 

De asemenea, apare „proiecția pe primul factor“ p: AXB +A 
dată de p((z, y) =, pentru zE 4, yeB. 

Funcţia „parte întreagă“ z: R—7Z este dată de z(s) =[s] pentru 
orice sER. 


EXERCIŢII 


1) Fie A = ţa, d, c). Construiţi citeva funcţii definite pe A, cu valori 
în A. Este adevărat că sint 6 astfel de funcţii? (Indicaţie: folosiţi desene, ca 
cel din fig. 111.45.) 
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2) Daţi exemplu de funcţie f:A —B, unde A = (4, 9, 16, 25) iar B = 
= 0,3, 4, 5]. Puteţi da mai multe exemple? 

3) Fie A = (Iaşi, Brăila, Satu Mare, Petroşani), iar B = (Bahlui, Jiu, 
Dunăre, Someş). Puteţi construi în mod natural o funcţie f: A =+B? 

4*) Fie P mulţimea propoziţiilor: „2 < 3%; „A:d 3%; 2 E O;fie 
V mulţimea formată din literele a şi f. Puteţi construi o funcţie ph: PV, 
în mod firesc? Cite luncţii definite pe P cu valori în V puteţi construi? 

B) Fie A =4-2, 3, 1,0) şi B =40,1,2, 3, 4jiar f:4 — Btunoţia 
desorisă de f(z) = | z |, pentru orice z E A. Care dintre elementele lui F 
corespund prin f elementelor lui A? Întocmiţi un tabel. 

) Fie funcţia z:B —Z descrisă de z(s) —(5], pentru orice se BR. 
Completaţi tabelul: 


» |vz]va]vs| valve] e jr] 
an] bee vea! [aja a 


NUMĂRUL FUNCȚIILOR 


Fie A o mulţime cu a elemente, iar B o mulţime cu b elemente. 
Cite funcţii cu valori în B putem defini pe A? 

Să. luăm un exemplu: 

Fie A = fz, y, zh, avind trei elemente, iar B = (u, o, avind 
două elemente. Putem alege în două moduri imaginea lui z în B, anume 
u sau v. Independent de această alegere, putem alege în două moduri 
imaginea lui y în. B, apoi putem alege în două moduri imaginea lui 2 
în 


“în total obținem 2-2: 2—22 moduri de a defini o funoţie de la 
Ala 8. 

Aceste 8 funcţii sint prezentate în figura 111.16. 

Cite funcţii de la B la A putem defini? : A 

Orice astfel de funcţie f este determinată de imaginile f() și f(e) 
din A. Putem alege pe f(u) în trei moduri, anume z, y tau 2? ; indepen- 


w. == SS 1 
= „Ps 

[2 Ba a 2 ez 

sp [ce e Ea 

A 8 a A 5 8 

a 3 ee =, a es 
ia ca E ee i 

aa Dad Dă Pa ai ja 2 pia 

x 7] 7 a 

4 a A 8 PI 8 A a 
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dent. de această alegere, putem alege pe f(2) în trei moduri. În total 
obţinem 3-3 = 3: moduri de a defini o funcţie de la B la A. 

În general, dacă A. are a elemente, iar B are b elemente, putem 
defini pe A un număr-de b* funcţii cu valori în B. 


EXEROIȚIE 


„Pomi toate funcţiile de la mulţimea fu, v) 1ă mulţimea 
(2, 9, 2). 
2) Ionel a vrut să dea un exemplu de funcţie şi a soris pe caiet: 

„fie funcţia f:R — R dată de f(z) = Va, pentru orice z real“. Cea 

greşit Ionel? 

3) Fie A = (—8, —2, 3, 4), iar B = (5, 10, 47, 23). Putem de- 

fini o funcţie f: A = Bprin f(z) = 2 + 12 Dar prin f(2) = 2247? 

4) Fie f:N=N dată de f(n) =n2 —n + 44. Este adevărat că 
numerele f(1), f(2), f(3), f(4) şi f(5) sint prime? Există numere n astfel 
încit- f(n) să nu fie prim? 

_____ 6%) Fie d:N* N funcţia descrisă în felul următor: d(n) = suma 

divizorilor numărului n. Caloulaţi d(4), d(6), d(8), d(9), d(11). Daţi 

exemple de numere n şi m astfel incit n < m, dar d(n) > d(m). 

Am învătat la fizică următoarele: un mobil care se deplasează cu viteză 
constantă, rectiliniu şi uniform, va străbate un spaţiu cu atit ma: mare cu 
cit durata mişcării va fi mai mare, după formula s = v. 

In această formulă v este o mărime constantă (o constantă), iar durata t 
este variabilă. Am stabilit deci o relaţie între durată şi spaţiul parcurs s,în 
sensul că spaţiul parcurs depinde de durata mişcării. Considerind membrul 
drept al formulei ca pe un polinoim în î, putem sori s(:) = v-t; am scris. 
astiel spaţiul parours ca funcţie de durată! 

„ Deci, un mod de a sorie o funcţie este cel dat de formule. În cazul nostru 
formula s(2) = vt desorie o funcţie. 

Alt exemplu: formula L = F + d. Considerind o forţă F' (constantă) ce 
deplasează un corp, lucrul mecanic efectuat va depinde (va fi funcţie de) 
mărimea deplasării d. Scriem L(d) = Fd şi în acest fel am. descris o funcţie. 

La fel, f: RR, f(z) =62 + 2 este o descriere a funcţiei f cu ajutorul 
unei formule. 


5. GRAFICE 


În practică se obișnuiește să se prezinte rezultatele vnor experienţe, 
constatări, date asupra producţiei, sub forma unor schiţe, desene sau grafice: 
aspCtvintul „grafic“ provine din cuvintul greceso „graphein“ care înseamnă 

a desena. 


97 


17 — Marematică-algebră, cl. a VII-a 


„Să presupunem că la ora de educaţie fizică „profesorul organizează un 
concurs de aruncare a mingii de oină. În mod sigur nu toţi elevii vor arunca 
mingea la aceeași distanţă. 

Să presupunem că cinci elevi au aruncat, în ordine, mingea de oină la 
24 m, 22 m, 18 m, 25 m, 14-m. Sigur că cea mai bună aruncare a fost cea de 
25 m. Desenind sub formă de segmente aceste aruncări, ele vor arăta ca în 
figura 111.17. Spunem că am făcut graficul aruncărilor.. 


PO Di 
[] 


elevul 4 ii — 
| 1 
elen 3 | 
] | ] 
elevul 2 + + a eat 
! | asul 
elevul 1 F_— h + imi] ! 
I a, 
! E! 
La Zin Tin Bin Zoia Z5in EI) 
Fig. 111.47 


După acest grafic, putem face clasificarea aruncărilor astfel: 

— pe locul 1 elevul al 4-lea; 

— pe locul II primul elev; 
şi aşa mai departe. 

Să privim harta ţării noastre şi să urmărim traseul căii ferate între 
oraşele Bucureşti și Feteşti. Pe fiecare hartă este trecută scara la care au 
fost reduse distanțele din teren. 

Să reprezentăm staţiile de cale ferată şi distanţele dintre ele. Este sufi- 


cient să desenăm un segment de dreaptă şi să reprezentăm staţiile prin 
puncte pe acest segment, ţinind seamă de distanţele dintre ele (vezi fig, 111.18). 


Bucureşti 


O astfel de reprezentare (pe o dreaptă) poate fi făcută pentru orice 
traseu în care nu ne interesează altceva decit distanţele între oraşele (sau 
staţiile de cale ferată) de pe acest traseu. 

Se pot reprezenta prin segmente şi alte mărimi rezultate din măsură- 
tori, ca de exemplu lungimile principalelor riuri de pe teritoriul țării noastră 
(fig. 11.19). 

Să urmărim modul cum evoluează, din oră în oră, temperatura unei 
zile. Reprezentind indicaţiile termometrului pe o dreaptă, vom avea doar 
niște valori a căror succesiune nu ne spune nimic. Apare astfel necesitatea 


98 


Ie +Mureş 768 
* A0l 737 
* ———— Prut 756 
E +5iret 596 

alornza 410 
Someş 


Argeş ut 

iu 33 

0 Buzău 324 

ja 37 

————— Birlad 29 

————————— Bistriţa 288 

i Dimboviţa 268 

Fig. 111.19 
folosirii planului, înzestrat cu-un sistem, de axe de coordonate. Pe una dintre 
axe, de exemplu pe axa absciselor, vom marca ora, iar pe cealaltă axă tem- 
peratura. înregistrată. 
Luind temperaturile aerului, într-o zi frumoasă de iarnă, s-au constatat 

creşteri sau desoreşteri mari de temperatură, astfel: 


ora |o.1 2345678 9 10 44 12 483 14 15 16 17 


tempe- 
ratura în 
grade C | —5—6—7—6—6—7—6—7—8—9—74-14-10-4-14413-4+-104-8+- 


În figura TII.20 am reprezentat grafic (prin puncte) temperaturile înre- 
Eiaata de la ora 5 la ora 17. Apoi am unit aceste puncte prin segmente! do 
reaptă. 


Băi 
BE ESB) 


EPA 
Le 7 05 Pct 5 E a 0 e a) 
5 224 2 13 15 (e) ora 


Fig. 111.20 


Citim pe acest grafic că la ora 16 (pe abscisă) temperatura aerului era 
de -+-8*C (pe ordonată). 

Un astfel de grafio redă foarte sugestiv creşterile şi descreşterile brute 
de temperatură. 


ALTE TIPURI DE GRAFICE 


Pentru a face comparații vizuale, între diferite mărimi de aceeaşi na- 
tură, se foloseso diferite tipuri de grafice. 

Tipul 2. Grafice prin sectoare de cerc. 

Do exemplu, în figura III.24 am reprezentat structura suprafeţei țării 
noastre, după modul de folosinţă al terenului, Ja sfizșitul anulu: 1978 (dară 
Anuarul statistio 1978). Citim pe acest grafic că terenul arabil repregiată 
41,3% din total, iar viile şi livezile reprezintă 3,1%, din total 

Modul de construcţie al unui astfel de grafic se bazează pe calculul 
mumărului de grade (din 460) ce corespund unui procent; în funcţie de ani 
rul de, procente se construieşte sectorul respectiv (la 1% corespună B,6 
adică 3367) 


42% 
Teren arabil 


a 


Fig. UL.24 Fig. 111.22 


EXERCIŢII 


Construiţi un astiel de grafic (prin sectoare de cerc), reprezentind numă- 
xul de băieţi şi numărul de fete din clasa voastră. 

Tipul 2. Gratice prin cercuri suprapuse. 

“Tot cu ajutorul cercurilor pot fi construite și alte tipuri de grafice. De 
exemplu, pentru a reprezenta modul în care a evoluat cantitatea de ingrășae 
mint 00 se administrează (in medie) la hectar teren arabil, am luat (4 14. 
111.22) cercuri tangente interior în același punct, de raze diferite, avind arii 
proporţionale cu cantităţile de îngrășăminte adininistraie, 
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Tipul 3. Grafice prin sectoare de cerc, cu raze inegale. 

Prin sectoare de cerc, cu acelaşi număr de grade, dar cu raze diferite, 
putem, urmări de exemplu, modul cum a evoluat în timp populaţia Bucureş- 
tiului între anii 1930 şi 1978 (vezi fig. 111.23). 

Tipul 4. Să wemărim. harta creşterii investiţiilor în citeva judeţe, 
în anul 1978 față de anul 1965 (Anuarul statistic 1979), prezentată în 
figura III.24. 


ii 


Tila 


Fig. 111.28 Fig. UL.24 


Observăm că în fiecare județ au fost făcute investiţii în mod diferit. 
So vede de asemenea că judeţe mai slab dezvoltate din punct de vedere indus- 
trial nu beneficiat de un volum de investiţii mai mare, conform politicii Parti- 
dului Comunist Român de ridicare a tuturor judeţelor ţării. De exemplu; 
judeţele Sălaj și Bistriţa-Năsăud. Comparind datele referitoare la judeţul 
Sălaj cu scara, constatăm că investiţiile făcute în 41978 în acest judeţ 
reprezintă 1 400%, faţă de investiţiile făcute în anul 1965. 

Tipul 5. Un alt tip de grafic este cel din 
figura 111.25. 

EI reprezintă (în procente) evoluţia numă- 
rului de elevi din ciclul primar şi gimnazial în 
diferiţi ani şcolari. Un astfel de grafic, pe bază 
de dreptunghiuri ou o latură egală, ne face o idee 
asupra modului în care a crescut populaţia şco- 
lară faţă de un an de bază; în exemplul nostru 
anul de bază este anul şcolar 1938—1939 (consi- 
derat anul de virf în perioada de dinainte de 
23 August 1944). 

Începind cu anul 1948, anul reformei în- 
văţămintului, se observă o creştere a numărului 
de elevi în învățămintul primar şi gimnazial. 

Tipul 6. Graficul producţiei. Fig. 1.25 
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Unul dintre principalele produse ale industriei constructoare de maşini 
din țara noastră îl constituie locomotivele electrice şi diesel pentru linii magis- 
iale. Producţia lor a inceput în anul 1960, cind au fost realizate primele 10 
buoăţi. În tabelul de mai jos prezentăm numărul locomotivelor febricate în 
ciţiva ani. 


Anii | 1965 1970 1975 1976 1977 1978 


Locomotive electrice 
şi diesel fabricate 110 265 334 247 310 274 


Datele din acest tablou pot constitui baza trasării graficului producţiei 
de locomotive (vezi fig. 111,26). 


Fig. 111.26 


După anul 1970 se observă o uniformizare, în sensul că necesarul de 
locomotive se stabilizează în jurul a 300 bucăţi pe an. 

Desigur că un grafic al producţiei poate fi construit (desenat) pentru 
fiecare intreprindere, uzină sau chiar secţie în parte. 

Tipul 7. Necesităţile practice impun adesea cunoașterea profilului 
scoarţei terestre pe o întindere mai mare. O reprezentare a profilulu. scoarței 
terestre din ţara noastră, obținută printr-o'secţiune N-S car. trece prin virful 
Moldoveanu (numită curbă hipsometrică) este dată în figura 111.27. 


Argeș Vedea Dunărea 2000 


Fig. 111.27 
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Tipul. 8. O deosebită importanţă o prezintă şi graficul în care este 
redat profilul longitudinal al unui curs de apă. Pe graficul din figura 111.28 
este redat profilul longitudinal al riului Argeş. (Atlasul R.S.R-). Astfel de 
grafice pot da o indicație asupră locului în care ar trebui construite baraje 
hidro-energetice sau lacuri de acumulare pentru irigaţii, de-a lungul unui riu. 
Am reprezentat pe abscisă lungimea riului măsurată de la izvor, iar pe Ordo- 
nată altitudinea punctului corespunzător de pe abscisă. 


o NC 2 II IE 7 E 7 7) 
Fig. 111.28 


Am urmărit pînă acum citeva moduri de a reprezenta grafic mărimi ce 
dspind unele de altele. În două exemple am intilnit grafice plane în care s-a 
trasat o linie continuă, frintă sau curbă. Să mai considerăm un astfel de 
exemplu. În figura 111.29 am reprezentat printr-o linie continuă creşterea 

pulaţiei oraşului Bucureşti în perioada 1835—41975, şi la fel evoluţia popu- 
aţiei oraşului laşi în aceeași perioadă. 


aa 1600000 
1400000 
1200000 
1000000 
800000 200000 
600000 750000 
1ooooo 
50000 
easy 0 
Popa marete bea 
Fig. 111.29 
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O problemă importantă a construcției graficelor o constituie păstrarea 
proporţiilor, prezentarea corectă a tuturor datelor. Un grafic ca cel din fizura 
111.30, nu este corect, este evident fals. Nu este corect ca sectorului de cere 
mai mare să-i corespundă 20% iar celui mai mic 80%. 

În graficul de producţie din figura 111.34 nu a fost precizată unitatea 
de măsură pe axa ordonatelor, deci nu ne putem da seama în mod corect 
despre evoluţia producţiei. Graficul este incomplet. 


1960 1965 1970 1973 1860 
Fig. 111.30 Fig. 1.31 


Priviţi figura 111.32. Și un astfel de grafic este fals, deoarece dacă la 
100%, corespunde aria unui cerc de rază r, atunci la 200%, corespunde aria 


unui cerc de rază //2r si nu 2r(h 


1960 
1979 
Fig. 111.32 


EXERCIȚIU 


(oral) Unul dintre graficele din figurile 111.24, 22 şi 23 este fals. Care? 


6. GRAFICE DE FUNCȚII 


Fie funcţia f : (—4, 1) — (2, 3) dată de f(—1)'= 2, f(4) = 3. Graficul 
i (vezi fig. III. 33) este format din punctele A şi B. Punctul A are absoisa 
—1 şi ordonata 2 = f(—4), iar punotul P are abscisa 1 şi ordonata 3 — f(1). 
Putem scrie A(—4, f(—1)) şi BU, 74). 

Fio funcţia g: (—4, 0, 1) = (0, 1, 2) dată de formula g(2) = 
= —2+1. Avem g(— 1) = 2, g(0) = 4, e(1) = 0. Graficul ei este format; 


104 


din punotele 4, 1 şi J din figura III. 33. Avem A(—4, g(—1)), J(0, 20) și 
4, e (4). 

: e funcția f: (—1, 0, 1, 2)-+R, deserisă de formula f(z) = 2z. Avem 
(24) 2 —2, 0) =0, 4) = 2, [(2) = 4. Grafioul acestei funoţii este for- 
mat din punctele P, 0, N şi M din figura IIl.34. 


ELE EREEE E 
FF ERIE. » AER 


Fig. 111.33 Fig. Il.34 Fig. 11.35 


Fie funcţia g: [—1; 2] — R descrisă de aceeași formulă ca și funcţia f, 
adică g(2) = 27. Avem g(—1) = —2, (0) = 0, =(3) = 1,20 =2,e(p/2= 


=2 Vă, p0) = 4. Folosind teorema lui Thales putem stabili că orice punot 
de pe graficul acestei funcţii, punct avind abscisa z şi ordonata g(2),:se. află 
pe segmentul MP. Graficul acestei funcţii este segmentul MP (fig. 11.35). 
. Să trecem coordonatele punctelor marcate de pe grafic în următorul 
tabel: 


= — [i] - 4 Va 2 
ez) — 0 1 3|2V/â 4 
EXERCIŢII 


Marcaţi alte puncte pe graficul funcţiei g şi treceţi-le coordonatele în tabel. 
Să considerăm funcţia f: [0, 4] — R dată de formulele 


Fay | Lai dacă z € (0; 2]; 


z în caz contrar. 


1 


Avem f(0) ==-0+1=1; A) = a rt=15 fa)= 
+ 1 —2, dar f(3) = 3, deoarece 3 g£ [0, 2]; la fel f(4) = & 


sape 


»l= 
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Graficul funcţiei f este format din segmentele JK şi KL din figura 111.36. 

Să considerăm o funcţie f: A -+ R, unde A este o mulțime de nu- 

mere. Fiecărui element z € A îi corespunde un număr real f(z) şi un punct 

de coordonate (z, (2) în Plan. Mulțimea acestor puncte este graficul func- 
.37). 


ţiei f (vezi fig. 
su pa Ea] 


Fig. 111.36 Fig. 111.37 


EXERCIŢII 
1) Fie funcţia f :[—3;2] = R dată de f(2) = —z + 2. Calculaţi f(—3), 
7, nr(3 „ f(0). Desenaţi apoi, într-un sistâm de coordonhte, graficul 


funoţiei. 

2) Fie funcţia e: (—4, —2, 0, 1, 2) = R dată de formulele: 

_[a+2 dacă z € (—4, —2,0); 
Lo) la e ne aia ooztaaei 

Completaţi tabelul valorilor funcţiei; desenaţi apoi graficul ei. 

3) Reprezentaţi grafic funcţia f: (—3, —4, 1) = B definită de for- 
mula f(z) =32 +2. 

4) Reprezentaţi grafic, în același sistem de coordonate, funcţiile 
:[—2,2] — R şig:[—252] —R, descrise de formulele f(2) = 2, g(2) = 2-1. 


Ce observați? 
5) Reprezentaţi grafio funcţia f: [—41; 3]—[—1; 2] definită de formu- 


lele: 
E dacă z E [—4; 1]; 


fix) = E z+ = în caz contrar. 
7. GRAFICELE FUNCȚIILOR LINIARE 


Să desenăm graficul funcţiei f: R — R dată de f(z) = 2z. 
Avem f(0) = 0, deci originea (0, 0) este un punct al graficului. Avem 
TU) =2 şi fie UA, 2). 
Fie P(a, 2a) şi O(P, 23) două puncte de pe grafic, diferite între ele (şi 
diferite de 0) ca în figura 111.38. Segmentul PP, are aceeaşi lungime ca şi 
P+0, anume 2a; segmentul QQ, are aceeași lungime ca şi 020, anume 2. 
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Avem DR a DE 2 dă Da 
09, bd 00, 2 db 
Din reciproca teoremei lui Thales aplicată paralelelor PP, şi 001, rezultă 
că punctele 0, P şi Q sint pe aceeaşi dreaptă, dreaptă determinată de punotele 
0(0, 0) şi VU, 2). 


7] i E 7 
FREE 
ai Fă fi L_ 
25 2 i 
za A BI) îi 
J i o 
74 
II E2) AG | oz Ei 
Fig. LL 38 Fig. LIL.39 


Astfel graficul funcţiei f este dreapta OU, ce trece prin origine. Din 
acest motiv se spune că funcţia f este lin 

Să desenăm graficul funcţiei g: R —> R dată de g(2) = 27 +1. 

Avem g(0) = 0-+- 4, deci punctul 0” (0,1) aparține graficului; g(1) = 
= 241 = 3; deci punctul U' (1, 3) aparţine graficului. 

Avem g(a) =2a + 1; punctul P'(a, 2a + 1) de pe grafie se obţine prin 
translatarea verticală a punctului P(a, 2a). Se observă (fig. 111.39) că graficul 
funoției g se obţine prin translatarea graficului funcţiei f; el este deci tot o 
dreaptă. Şi funcţia g este liniară. 

DEFINIȚIE. O funcţie f: R-R descrisă de formula f(z) = mz-+n 
(unde mm şi n sint numere reale date) se numeşte funcţie liniară. 

Gralicul unei funcţii liniare este o dreaptă. 

Să dăm două exemple. 

Fie mai întîi m = 3 și n = —A, adică fie funcţia liniară f: R-— R dată 
de f(2) = 3z — 1. Să întoemim tabelul 


1 3 

ai | n 24 | SU cialis 

că 3 2 
fie) || 0 |n a 9-a EA 


ce conţine citeva valori ale funcţiei. Să-i desenăm graficul în figura III.40. 
Să observăm că dacă b >a, atunci f(2) >fi(a), pentru orice numere 
a şi b. Se spune că funcţia f este crescătoare. 
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Fie m = —2 și n =4, adică fie funcţia liniară g:R —R dată de g(2) — 
= —22 +4. Avem de exemplu g(—2) —5, g(—1) —3, 2(0)=1, =(3)- o, 


g(1) = —1, gQ2) = —3. Să-i desenăm graficul în figura IIL.44. 
E 
EI FE 
—-H | E 
P ES 
ZI a 
Fig. IIL.40 Fig, LIL.ui 


Să observăm că dacă b >a, atunci g(b) < g(a), pentru orice numere 
reale și d. Se spune că. este descrescătoare. 

Dacă m = 0, atunci funcţia descrisă de formula H(z) = n poartă numele 
de funcţie constantă. Graficul ei: este o dreaptă paralelă cu axa absciselor 
(vezi fig. IIL.42). 


TEOREMĂ. Fie f funcţia liniară des ă de formula f(z) =mz+n. 


Dacă m >0, atunci f este crescătoare; dacă m = 0, atunci / este desores- 
cătoare 


Demonstraţie. Fie m >0 şi fie b > a două numere reale. Atunci mb > 
> ma; adunind ambii membri ai inegălităţii cu n, obţinem mb+-n > 

> ma + n, adică f(b) > f(a). Deci funcţia f este crescătoare. 
pe Dată m<0 şi b >a, atunci mb < 
< ma(!). La tel ca mai sus, mb + n < ma + 
+ n, adică f(P) < f(a), ceea ce inseamnă că 
funcţia f este descrescătoare. Teorema este 

demonstrată. 
pi Graficul funcţiei liniare f(z) = mz +n 
este o dreaptă. Dar, ştim de la geometrie 
că o dreaptă este determinată de două 
7 puncte. Vom putea desena deci graficul 
unei funcţii liniare dacă-i cunoaştem două 
Fig. LIL.42 puncte. 


„108 


Să presupunem că m 3 O şi n z+ 0; Orice punct al graficului lui f are 
coordonatele (2; f(z)) unde z este număr real. 

Punctul de pe gralic ca are abscisa 0 are coordonatele (0; 710), adică 
(0; n); acest punct este punctul de intersecţie al graficului cu axa ordo- 
natelor (vezi fig. 111.43). 

Să aflăm coordonatele punctului de 
po grafic ce are ordonata 0; din f(z) =0, 


adică din met n =0, găsim că z= — 26 


deci acest punct are coordonatele (3 tie 0) . 
m 


EI este punctul de interseoţie al graficului 
cu axa absciselor. Fig. IIL.43 


EXERCIȚIU REZOLVAT 


Să desenăm, gralicele funcţiilor f(z) = 3z — 6 şi (2) = —32 +3, în 
acelaşi sistem de coordonate. 

Avem. f(0) = —6, g(0) = 3. Graficul funcţiei f intersectează axa ordo- 
natelor în punctul 4(0, —6), iar axa absciselor în punctul B(2, 0), deoarece 


(230) aai 
3 
Graficul funcţiei g intersectează axa ordonatelor în punctul C(0, 3), iar 
axa absoiselor în punctul D(1, 0), deoarece — == 1. 
Cele două drepte sint desenate în figura 111.44. 
dei = E [mz2 
i 
XI) 
pm AZ SE 
i 3 
1 
i i 
Fig. IIL.44 Fig. II:45 


Funcţiile liniare f:R — R descrise de f(z) = mz au proprietatea că 
graficele lor trec prin originea axelor de coordonate. Într-adevăr, pentru 
orice m, avem f(0) = m:0 = 0, adică punctul de coordonate (0, 0) se află 
pe grafic. 

Un al doilea punct pe grafic este punctul de coordonate (1, m). 

În figura 111.45 am desenat dreptele corespunzătoare penru m = —4, 


m= e m=tsim=2. 


EXERCIȚIU 


Desenaţi (în acelaşi sistem de coordonate) graficele funcţiilor liniare 
[(2) = mz pentru m = î,m = 2,m = 3şim =. 

O altă familie importantă de drepte sint graficele funcţiilor f:R = R 
cu f(2) = mz+- n şi m fixat. De exemplu, în figura 111.46 am reprezentat, 


pentru m = -7-» graficele funoțiilor f(2) = —- z-+n cu n =—4, n =0, 


n= Ea Aceste drepte sint paralele între ele. 


8. IA FIR GRAFICUL MIȘCĂRII 
RECTILINII UNIFORME 


Multe fenomene din natură se desfăşoară „liniâr“, cel puţin între anu- 
mite, limite. Aşa, de exemplu, alungirea unui aro elastic este proporţională 
cu forța ce se exercită asupra lui; pe acest principiu sint construite dinamo- 
metrele. 

Mişcarea. rectilinie uniformă a unui corp se desfăşoară liniar“. Să 
presupunem că mobilul este în poziţia de la momentul to; Distanţa parcursă 
pină la momentul £ este 


(0 = e — în) + dp 
în această formulă viteza v este presupusă constantă. 
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Putem, scrie această formulă astfel: 
d) =mt+ n, cu m=v iar n = do — lo 


şi recunoaștem forma funcţiilor liniare. 
raficul acestei mişcări, desenat în figura 111.47, ne permite să apreciem, 
rapid poziţia mobilului în orice moment al mişcării. De aceea în practică sint 


des utilizate astfel de grafice. 


parc! 
dr 


ş 


Fie. 111.47 
EXERCITIU 


pe ti 
Olteni şi Vadu Lat 


— z2+ 2 dacă z < 


i 


toral!) n figura 111.48 este prezentat un extras din Mersul trenurilor 


ronsonul 100, între Bucureşti Nord şi Roşiori Nord. 
Puteţi aprecia ora la care vor trece cele trei trenuri prin dreptul staţiilor 


EXERCIȚIU REZOLVAT 
Să reprezentăm grafic funcţia f : R — R descrisă de formulele 


No) = baz —a aacă 3 >1. 
mai intii prin linii intrerupte graficele 


în figura IIL.49 am reprezentat 


— 4. Graficul funcţiei f este format 


funcţiilor g(2) = —z + 2 şi h(2) = 
din cele două semidrepte trasate cu linie îngroșată. 


Distanța. 
5) Să 
iza) = SES 
EAI = 
=; E, 
ej 
ă 
as 


E: 8 
Fig. 11.48 


Fig. 111.49 


EXEROIȚII 


1) Fie funcţia f: (—2,0, 2, 4) = 4-1, 0, 1,2) definită de f(2)= 
— 22: Caloulaţi f(—2), f(2), f(4)- 
2) Fie funoţia f:R — R definită de f(z) = — 4-5. Calculaţi f(—2); 
0); f(3); f(44)- Aproximaţi cu eroare de 0,01 f(V/26). 
3) Fie f: (—2, — 4,0, 4, 2,3) = B detinită de f(2) = 22 — 7. Calculaţi 
f(—2), 10, 72 și 78). 
4) Fie funoţia f: (—2, —1, 0, 1, 2) = R definită de 
pă dacă ze (—2, —1); 
n =] 2+1 dacă ze (-2,—1). 
Calculaţi f(— 2), f(— 1), f() şi 702). 
5) Fie funoţia f: [—2; 2]-R, 
dacă z E [—2; 0]; 


2—z 
100) za] 7—2 în celelalte cazuri. 
atentat (2) [(=1), [(—g)e 10,13): 72) rosi r(- 3): 
6) Roprezentaţi grafic funcţiile: 


a) 4-5, 1,7) 8, fi) = 
1 —z 


b) e: (5,4, 7)—R,e(o)= 


a 
i OR:R=B, h()=2—3; d) SRR, sa) = Ș 2; 


o) BR, 42)= =. 
7) Reprezentaţi grafic funoţia f: R — R descrisă de formulele 


ja, dacă 2 <1, 
î2= 
3 „dacă z >1. 


LUCRARE PENTRU VERIFICAREA ÎNSUȘIRII 
UNOR CUNOŞTINŢE DE BAZĂ 


1) Fie f: 0, 1,2) = 4-3, —2, —1,0, 4y dată de f(a) = 2 —3. Cale 
Se ie Aa i 3 dată de f(a) = 2 — 3. Caj 
2) Reprezentaţi într-un sistem do coordonate punctele A(0, 2); 
5V. 3 
B(—2, 0); e( 3) şi o(—z 2). 
3) Reprezentaţi grafic funcţia f:R = B dată de f(2) = 2 —3, 
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CAPITOLUL IV 


SISTEME DE ECUAŢII 


1. ECUAȚII LINIARE (DE GRADUL 1) 
CU DOUĂ NECUNOSCUTE 


Să considerăm ecuaţia: 
3x + 4y —17 =0 (y€ER). 


Dacă înlocuim în ecuaţie pe x cu 3 iar pe y cu 2, obținem propoziţia 
adevirată: 3- 3 + 4-2 — 17 =0. Spunem că perechea (3, 2) este soluţie a 
ecuaţiei. 


Dacă înlocuim în ecuaţie pe x cu O iar pe y cu U, obţinem propoziţia 


17 _ 47 =0. Deci şi perechea (o, 2) Sita solie 


adevărată 3-0 + 4- 


ecuaţiei. 

Dimpotrivă, dacă înlocuim pe x cu —f4, iar pe Y ou 3, obţinem propoziţia 
falsă 3- (—41) + 3-3 — 17 =0. Deci perechea (—4, 3) nu este soluţie a 
ecuaţiei. 

Observăm că amindouă soluţiile găsite sint elemente ale produsului 
cartezian R x R. - 

Am învățat în capitolul III că produsul cartezian R x E poate fi iden- 
tificat cu un plan, în care am ales un sistem de coordonate. 

Să reprezentăm soluţiile găzite ca puncte într-un astfel de plan (punc- 
tele A şi B din figura IV.1). 

Oare acestea sint singurele soluţii ale ecuaţiei? 

Fie z un număr real; să inlocuim în ecuaţie pe X cu z, iar pe y cu 


Pa „ Obţinem 


4 


Boz ae 1180 — 47 0, 


care este o propoziţie adevărată, oricare ar fi z. 
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8 — Matematică-algebră, cl. a VIr-a 


Deci punctele din plan ce au coordonatele (z, 3) reprezintă 


soluţii ale ecuaţiei. Aceste puncte formează o dreaptă în plan, ce este deter- 
minată de punctele A şi B (vezi fig. IV.2). 


he 


La) 


Fig. IVA Fig. IV.2 


Să, calculăm coordonatele unor puncte de pe această dreaptă (vezi 
fig. IV.3); 


Punctul Cu | D Beal a, 
Abscisa = ES 1 2 | 37 
17 — 32] 37 7 ITI 13 
tal? — 32] 87 Z 14 13 
Ordonata 17 = | Z E : 
i In afara punctelor de pe această 
dreaptă, mai putem găsi şi alte soluţii ale 
skiz zi ecuaţiei? 
D L- Să presupunem că avem o soluţie, 
îl lieejoi reprezentată de punctul din plan cu 
a cpordonatele (z, ş). Atunci 3 4 4y — 
17 =0, de unde 4y = 17 — 3z, adică 
3 IEZI OR di Data Deci punctul are coordo- 
EEE 
4 SE natale (= a). else află pe dreaptă. 
sia — Am stabilit că soluţiile ecuaţiei 
i [lei 3x +49 —17 =0, « yenR 
Fig. IV.3 sînt numai punctele de pe dreapta AB. 


Din acest motiv ecuaţia 3x + 4y — 17 =—0 se numeşte liniară. Numele 
de „ecuaţie de gradul 1“ provine din faptul că polinomul în x și y din membrul 
sting are gradul (total) 1. 

Fie acum ecuaţia 2x — y —4 =0,(y€ER) 

Inlocuind pe x cu 2 iar pe y cu 0, obţinem propoziţia adevărată 2: 
.2 — 0 — 4 =—0; dacă înlocuim pe X cu O iar pe y cu —4, obţinem propo- 
ziţia adevărată 2-0 — (—4) —4 =0. 

Asttel perechile (2, 0) şi (0, —4) sint soluţii ale ecuaţiei. 

Să presupunem că perechea (z, 7) este soluţie a ecuaţiei. 

Deci 22 — y —4 =0 este o propoziţie adevărată. Obţinem de aici 
y = 2 — 4, ceea ce înseamnă că perechea are forma (2, 2 — 4). 

Putem spune deci că orice soluţie a ecuaţiei este de forma (z, 22 — 4), 
unde z este un număr real. 

Dar, oare astfel de pereche este soluţie a ecuaţiei 2x — y — 4 =0? 

Să inloctim pe x cu z, iar pe y cu 2z — 4; obţinem propoziţia 


2z — (22 — 4) —4 =0, 


care este adevărată, 
Deci soluţiile ecuaţiei sint perechile de forma (z, 22 — 4), unde z este 
un număr real oarecare. Punctele avind aceste coordonate formează în plan 


o dreaptă (vezi fig. IV.4). 


Fig. IV.4 
Să caloulăm coordonatele unor puncte. de pe această dreaptă: 
Punctul A 2 je D E 
Abscisa z 0 2 - Va 5 
| Ordonata 22—4| —4 [i] —6 [2 /â—4=—4147... | 6 


Şi ecuaţia 2x — y — 4 =0 este liniară, cu două necunoscute, 


15 


Să observăm că din 22 — y — 4 —0 putem obţine şi că 2 = ua, 


aceasta înseamnă că soluţiile ecuaţiei pot fi scrise şi în forma ( y pa Si ”) A 


unde y este un număr real oarecare. 

OBSERVAȚIE. Comparăţi mulţimea soluţiilor ecuaţiei 2x — y—4= 
=0 cu graficul funcţiei f(z) = 2z — 4. Ce observați? 

Forma generală a ecuaţiei liniare cu două necunoscute este 

ax+by-+e=0,(wyeR), 
unde a, b, e sint numere reale, iar a și: 0 şi b 7.0. Se mai spune şi că ecuaţia 
este de gradul 1. 

Numerele a şi b se numesc coeficienţii ecuaţiei; de exemplu, despre a 
se spune că este coeficientul lui x. Numărul c se numește termenul liber al 
ecuaţiei. 

O ecuaţie liniară cu două necunoscute are mai multe soluții. 

Fie (z, y) o soluţie a ecuaţiei; aceasta înseamnă că înlocuind pe x cu z, 
îar pe y cu y în ecuaţie, obținem propoziţia adevărată 

a-z+b-yte=0. 

Din această egalitate putem obţine (ţinind seamă că b 7 0): 

—c — az 


LA 


y 


Perechile de forma (2 =) „unde z este un număr real oarecare, 


b 
sint. soluţiile ecuaţiei. Punctele din plan avind aceste coordonate formează 
o dreaptă (vezi fig. IV.5); această dreaptă va fi numită dreapta soluțiilor 
ecuaţiei ax + by +e =0. 

Pentru a putea desena o dreaptă este suficient să cunoaştem două 
puncte ale ei. De obicei se aleg punctele de intersecţie ale dreptei cu 


axele de coordonate. 
Mai precis, punctul B are abscisa 0; 


Da y 
ordonata lui va fi i deci 


alo, „= 2). Punctul A are ordonata 0; din 
DI 


= 0 deducem că z=—€; deci 
a 


| A = e o). 
Fig. IV.5 a 
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EXERCIȚIU REZOLVAT 


Deienaţi în plan, într-un sistem de coordonate, mulţimea. soluţiilor 
ecuaţiei 2x + 3y —6=0 (y€B). - 
Rezolvare. Să calculăm abscisa punctului A(z, 0) punctul de intersecţie 


al dreptei soluţiilor cu axa absciselor. Înlocuind 
pe x cu z, iar pe y cu 0, obţinem propoziţia 


adevărată 
2:24+3:0—6=0, a 


de. ubdo te E = 3. Deci AG, 0) ls, 
Fie BO, 4) punctul de intersecţie al 

dreptei soluţiilor. cu axa ordonatelor. Înlo- ZI] IN 

cuind pe % cu O iar pe y cu y, obţinem propo- i 

Siţia alovărată 2-04 5-y —6=0, de unde 

pă E = 2. Deci BO, 2). IE 


Mulțimea soluţiilor ecuaţiei se identifică 
cu dreapta AB (vezi fig. 1V.6). Fig. IV.S 


EXERCIŢII 


1) (oral) Arătaţi care dintre ecuaţiile de mai jos nu este o ecuaţie liniară 
cu două necunoscute. Motivaţi de ce: 


2) Sx-ţ-5y—6=0;b) 8x—5=0; 0) x—27=0; d) A x+y=oi 


â; b)y=7x—5; î) 3x+ 


9y+1=0; 8 xy sg) xy 
+09 —05=0. 3 

2) Desenaţi dreapta soluțiilor pentru ecuaţia liniară:+ 

0) xy —4=0; b) 2x—y9—0=0; 0) x—33+3=0; d) rt 
+y+i=0. 

3) Caro dintre perechile de mai jos sint soluţii ale ecuaţiei 7x — 9y — 
—2=0: 


sn (4, -1); 9 (CD; D682); 86); 


3 Ei 
(2, zh 
) (ui ) 3 
4) Sorieţi cinci perechi care să fie soluţii ale ecuaţiei liniare 2x -+- 3y — 
— 40 = 0; scrieţi apoi trei perechi care nu sint soluții ale acestei ecuaţii. 


6) Desenaţi în acelaşi sistem de coordonate dreptele soluţiilor ecuaţiilor: 
a) 2x-+2y—8=0; b) 3x—y—4=0; 0) x—2y4+-2=0. Ce observați? 


bbică 


6) Înlocuiţi în ecuaţia 3x — 2y — 6 = 0 necunoscuta y pe rind cu 


zi A și 
valorile —2, —4, 0, 2, 4, 3, 2, 3; pentru fiecare dintre aceste valori, 


allaţi soluţia z a ecuaţiei în x ce o obţineţi. Completaţi apoi tabelul: 


|- 24 o E 4 3 2 i 
=] 


Desenaţi într-un sistem de coordonate punctele corespunzătoare. 
7*) Ionică a cumpărat de 17 lei caiete şi ascuţitori. Un caieţ costă 
3 lei, o ascuţitoare 4 lei. Puteţi afla cite caiete şi cite ascuţitori a cumpărat 
Jonică? 
Să considerăm ecuaţia ax ++ c=0, (x E R), în care aș 0. Soluţia 


ecuaţiei este numărul real — £-. 


a 

S-o scriom sub forma ax -+- 0-y-+-e=0, (x, yeR). 
Sorisă în această formă, ea devine asemănătoare cu o ecuaţie liniară 
cu două necunoscute, Care perechi de numere reale (z, y) ar putea fi soluţii 


ale ecuaţiei? Este evident că y poate fi oarecare, iar = —-€.. Dreapta 
P 


soluţiilor este paralelă cu axa ordonatelor (vezi fig. 1V.7, a). 


>] 


— 


Fig. IV.7 


Fio ecuaţia dy + c = 0, (y € R) în care b zi 0. Scrisă sub forma 
O0:x+by+e=0, (x, yeR), 
ca devine asemănătoare cu o ecuaţie liniară ou două necunostute. Soluţiile 


ei sint perechile de numere reale (z, 7) în care z este oarecare, iar y = — în 


Dreapta soluţiilor este paralelă cu axa absciselor (vezi fig. IV.7, 5). 
OBSERVAȚIE. Ecuațiile ax + Oy-+-e—0 şi Oz-trby-ke=0 de 
mai sus sînt ecuaţii liniare, dar nu cu două necunoscute (!). 
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ECUAȚII ECHIVALENTE CU ECUAȚII LINIARE 
CU DOUĂ NECUNOSCUTE 


Ecuația x+-y—1=0, («,yeR) și ecuaţia x+y=1, (x yEeR) 
ai aceeaşi mulțime de soluţii: perechile de forma (z, 4 — 2), unde z este 
număr real oarecare. Ele sînt echivalente. 

La fel, ecuaţiile x -+- 2y — 3 =-0, (x, y E R)şi4y=6—2x (x,y E R) 


=! 


sint echivalente, ambele avind ca soluţii perechile de forma (2 unde 


zEeR. 

Dimpotrivă, ecuaţiile x-+-y—=0, (3, JEN) şi x4+-y—1=0, 
(x, y EN) nu sint echivalente; a doua are doar două soluţii, perechile (0, 1) 
şi (4,0), iar prima are ca soluţie şi perechea Ea 2) 


DEFINIȚIE. Vom spune că două ecuaţii sint echivalente dacă âu aceeaşi 
mulţime de soluţii. 

In general, dată o ecuaţie (cu una sau mai multe necunoscute, liniară 
sau nu), trecind termeni dintr-un membru în celălalt (cu semnul schimbat!) 
sau înmulţind ambii membri ai ecuaţiei cu acelaşi număr real diferit le zero, 
obţinem o ecuaţie echivalentă cu cea de la care am plecat. 


De exemplu, ecuaţia x +- Z +1= = — y este echivalentă cu: 2x -ţ- 


+ y4+2=x—2y (am înmulţit ambii membri ai ecuaţiei cu 2). Aceasta 
aste echivalentă cu 2x-+- y-+-2+4-2y—x=0, adică cu x-+-3y4+2=0 
(am trecut; în membrul sting termenii —2y și x din membrul drept, apoi am 
redus termenii asemenea). Ultima ecuaţie obţinută este liniară. 


EXERCIȚIU REZOLVAT 
pm dest PERL 
2x—y+i 2 
Să presupunem că perechea (z, 7) este soluţie a ecuaţiei. Atunci, pe 
de o parte numărul 22 — y +- 4 este diferit de zero (nu putem împărţi prin 


Să rezolvăm ecuaţia 


aero!), dar pe de altă parte propoziția 2 2-4 — A cate adevă- 
302 yi a 

rată. Înmulţim. ambii membri cu 2(2z2— y + 1); obţinem 2(2 — 2y -+- 1) = 

az y-b-4, de unde 22 —4y +2 —22—y+1, adică —3y = —4; 


obținem y — 2-- Deci soluţiile ecuaţiei sint de forma (2, 3) Ny toate aceste 
perechi sînt soluţii ale ecuaţiei; trebuie să excludem. pe cele care panulează 
numitorult 2x —y 44. Din 22 -2 +40 obţinem z = Ea Va trebui, 


deci, să excludem o singură pereche, anume (3. 3) 
Soluţiile ecuaţiei sint deci perechile (= 2) cu zeR-— (2). 
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EXERCIȚIE 
1) Care dintre perechile de mai jos sint soluţii ale ecnaţiei x—y=1s 


a) (4,2); b) —2.0); c) (2, —1);:4) (2, 1); e) Di, 
a? Ş 


—2); 8) (—1,0)P? 

2) Scrieţi o ecuaţie liniară echivalentă cu ecuaţia: 

a) x—y=1; b) 2x=3y+9; c) 3x—1=y+8; d) 2x—5= 
= 89416; e) Sx—8y9-+3=—9x—5y-+140; 1) II 


42y — 4. Rezolvaţi apoi fiecare dintre ecuaţiile liniare obţinute, 
3%) Rezolvaţi ecuaţiile: 
3x —y +2 2x—2y+3_ x+2y—2 
= îi 03 = 
2xFy—â ez Espoo ei a 


a) 


2. NOȚIUNEA DE SISTEM DE ECUAȚII 


Să considerăm ecuaţia x — 1 = 0, (x € Z)a cărei soluţie este numărul 4. 

De asemenea, să considerăm o altă ecuaţie, fie aceasta x? =1, (x € 2). 
Să observăm că această ecuaţie are două soluţii, numerele —4 și 4. 

Fie acum mulţimea formată din aceste două ecuaţii; notăm 

x—1=0, 

folosind o acoladă. Formăm astfel un sistem de ecuaţii. Numărul 1 este soluție a 
sistemului, deoarece este soluţie a ambelor ecuaţii. Numărul —1 nu este 
soluţie a sistemului, căci nu este soluţie a primei ecuaţii. Numărul 0 nu este 
soluţie a sistemului, căci nu e soluție a nici unei ecuaţii. 

DEFINIȚIE. Vom numi sistem de ecuaţii o mulțime ale cărei elemente 
sint ecuaţii. 


De exemplu, fosă 1=0 (en) 
este un sistem de ecuaţii. Acest sistem nu are soluţie, 
De asemenea, xi: (even) 
y=2 
este un sistem de ecuaţii. Acest sistem are ca soluţie perechea (1, 2). 
“a x+y=1, Rj 
Şi (sai ai (y€eR) 


este un sistem de ecuaţii; acest sistem nu are soluţie (nu putem găsi două 
numere reale z şi y a căror sumă să fie şi 4 şi 01). 
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ab pe). 
x-y=4â 


Vom rezolva în clasa a VIll-a şi în liceu astfel de sisteme de ecuaţii. 
Fie | E =0 
E,=0 
un sistem de ecuaţii. Dacă A, este mulţimea soluţiilor ecvaţiei Ei —0, 


iar Aa este mulțimea soluţiilor ecuaţiei Ea = 0, atunci mulţimea solu- 
ţiilor sistemului este A, N A2 


Au exemplu de sistem de ecuaţii | 


3. SISTEME DE DOUĂ ECUAȚII LINIARE 
CU DOUĂ NECUNOSCUTE 


Să privim sistemul de ecuaţii 
x—y=0, 
| x+2y—3=0, 
În sistem apar necunoscutele x și Y. Sistemul este format din două 
ecuaţii; fiecare dintre ele este liniară. Un astfel de sistem este numit sistem 
de două ecuaţii liniare cu donă necunoscute. 

Fie sistemul de ecuaţii 
x—5=0, 
y+3=0, 

Şi în acest sistem apar două necunoscute; fiecare dintre cele două 

ecuaţii ale sistemului este liniară. Și acest sistem este un sistem de două 
ecuaţii liniare cu două necunoscute. 

înlocuind în acest sistem necunoscuta X cu 5, iar necunoscuta y cu —3, 

obţinem propoziţiile 


«yeR). 


(yeR). 


5—5=0, 

(—3) +3 =0, 
care sint ambele adevărate. Spunem că perechea (5, —3) este soluție a siste- 
mului. Înlocuind în sistem necunoscuta X cu 5, iar pe y cu 4, obținem propo- 
ziţiile 


5—5=0, 
14+3=0. 
A doua este falsă. Perechea (5, 1) nu este soluţie a sistemului. 
Care perechi de numere reale pot fi soluţii ale sistemului? Dacă (z, 7) 
este o soluţie, atunci înlocuind pe X cu z, iar pe y cu y, obţinera propoziţiile 


adevărate 
| z—5=0, 
y+3=0. 
Dooi 2 —5 şi y — —3. Sistemul are o singură soluţie, perechea (5, —3). 
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Ce legătură există între soluţia sistemului şi soluţiile fiecăreia dintre 
ecuaţiile ce compun sistemul? 

Să desenăm în figura IV.8 dreapta soluţiilor ecuaţiei x — 5 =0 (x, yER); 
această dreaptă este paralelă cu axa ordonatelor. 
De asemenea, să desenăm dreapta soluţiilor ecu- 
aţiei y + 3 =0 (x, y € R); această dreaptă este 
paralelă cu axa absciselor. Cele două drepte se 
|; intersectează în punctul P(5, —3). Soluţia sis- 
vemului este (5, —3). 

Un sistem de două ecuaţii liniare cu două 
P(33/. necunoscute are forma: 

ax+by te 
| ax byte =0. 
Se spune că numerele reale a, d, a' (citeşte „a prim“) şi b' sint coeficienţii 

sistemului, iar nurmerele reale c şi c' sînt termenii liberi. 
Ambele ecuaţii sint liniare (de gradul 1); aceasta înseamnă, pe 

deo parte,căa ş Osaub 4 O,iarpedealtăpartecăa' zi Osaub' 70. 

DEFINIȚIE. Spunem că perechea de numere reale (z, 4) este soluţie a 
sistemului de mai sus, dacă amindouă propoziţiile a: z + b-y-+e =0şi 
az byte —0 sint adevărate. 

A rezolva un 'sistem de ecuaţii inseamnă a găsi toate soluţiile sale. 


„_ 


o 


Fig. IV.8 yYeEeR). 


4. METODE DE REZOLVARE A SISTEMELOR 
DE DOUĂ ECUAȚII LINIARE 
CU DOUĂ NECUNOSCUTE 


METODA GRAFICĂ 
Fie sistemul de două ecuaţii liniare cu două necunoscute: 


(E dale (EEE 


dă tby te =0. 
Soluţiile primei ecuaţii se identifică cu punctele unei drepte (d,) din 
plan (vezi fig. 1V.9). 
Soluţiile celei de-a doua ecuaţii se identifică cu punctele dreptei (da) 
din plan. 
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Dacă dreptele (d) şi (da) se intersectează, atunci coordonatele (2, y) ale 
punctului lor de intersecţie vor constitui soluția sistemului de ecuaţii. 
Să ilustrăm această metodă de rezolvare a sistemelor prin citeva exemple. 


E 

[5 

ty) 
i 

LD) 
Fig. 1V.9 Fig. 1V.10 

Evemplul 1. Fie sistemul 

yeR). 


n Ş —8im0, 
5 
Dx—y—4=0 
3 y 
Reprezentăm. grafic (în același sistem de coordonate— vezi fig. 1V.10) 
atit dreapta (di) a soluţiilor primei ecuaţii, cit și dreapta (da) a soluțiilor 
celei de-a doua ecuaţii. Ele se intersectează în punctul P (2, 1). 
Soluţia sistemului este (2, 1). 
Ezemplul 2. Să rezolvăm grafic sistemul 


5x4+2y+2=0, 
3x—y4+10=0. 
Ca în exemplul î, reprezentăm grafie 
în acelaşi sistem de coordonate (fid. IV.11) 
dreapta (di) a soluţiilor primei ecuaţii, apoi 
dreapta (d) a soluţiilor celei de-a doua ecuaţii. 
Ele se intersectează în punctul P(—2, 4). 
Soluţia sistemului este (—2, 4). 


«yeR). 


Bzemplul 3. Fie sistemul: 


x—5y +10=0 
” «yeR). 
Îi  at Fig. IVA1 
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Mulțimea soluţiilor primei ecuaţii se identifică cu dreapta (d,) din 
figura IV.12, iar mulţimea soluţiilor celei de-a doua seidentitică cu dreapta (d). 
Deoarece (di) N (dz) = P, soluţia sistemului este (10,4). 

v) > 


PIO4) 


Fig. IV.12 Fig. 1IV.43 


Această metodă nu poate fi aplicată întotdeauna cu succes. De fapt, 
chiar în exemplul 3 de mai sus întimpinăm dificultăţi, datorită faptului că 
punctul P este „destul de departe“ de originea axelor. 

Cum am putea rezolva grafic un sistem de ecuaţii, ale căror soluţii 
sînt dreptele „aproape paralele“ din figura 1V.13? Practic acest lucru este dificil. 

Al doilea motiv pentru care metuda nu poate fi aplicată întotdeauna 
este imposibilitatea de a stabili cu precizie mare coordonatele punctului de 


intersecţie a dreptelor. 
În practică această metodă se utilizează atunci cînd nu se pretinde 


calculul exact, precis, al soluţiei sistemului. 


EX ERCIȚII 
3%) Rezolvaţi grafic sistemele: 
Ca TA ali al dei p) [5x—4y—24 = 
3x + 5y —18= 4x + 5y—41 = 
cp [3x+7w—8 5x — 8y +14 = 
2x — 5y + 14 3x + 4y — 48 =0. 
24) Rezolvaţi grafic sistemele, apreciind cit mai corect soluţia: 
a (23 A za ea by [2x+3y+2=0, 
2x —3y —2=0; 5x—3y—5=0, 
(Indicaţie: luaţi ca unitate de măsură, pe fiecare axă, 5 cm.) a 


METODA SUBSTITUȚIEI 
2x—y 
3x +27 —7=0. 

Să presupunem că perechea de numere reale (z, y) ar fi soluţie a siste- 
mului. Aceasta înseamnă că dacă inlocuim în ambele ecuaţii necunoscuta x 


Vrem să rezolvăm sistemul: (yen) 
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cu numărul z, iar pe Y cu y, obţinem propoziţiile adevărate 22 — y —0 şi 
32 + 2y—7 =0. 

Din 2z—y —0 deducem că y=—2z. Din 3zt+2y 
y=—2z deducem că 3z4+2:22—7 =0, adică 7z—7 


o şi 


zi Apoi ya 42. 


Asttel, dacă (2, y) este soluţie a sistemului, atunci 2 =4 şi y = 2. 

Dar 3:1—2=2—2=0 şi 3-1414+2:2—7=834+4—7 =0, 
deci (4, 2) este soluţie a sistemului. Putem spune acum că sistemul are o sin- 
gură soluţie, perechea (1, 2). 

OBSERVAȚIE. In cărţile mai vechi se obișnuiește să se serie că siste- 
mul are soluţia 2 =1, y =2. 

Au ezemplu. Să rezolvăm sistemul 


ax — 39 +1 =0, 
x —5y +13 =0. 


Să presupunem că perechea de numere reale (7, ş) ar fi soluţie a siste- 
mului. Deci, inlocuind necunoscutele x şi y respectiv cu numerele z și y, 
obținem propoziţiile adevărate: 

az — 3y+1 =0şiz—5y4+13 =0. 
Din 2 —5y-+ 13 =0 deducem că 2 =5y— 43. Din 47—3y+1=0 
şi a —5y—413 doducem că 4(5y—13)—3y-+1 =0, adică (după 


reducerea termenilor asemenea) 47y — 51 =0. Deci y = 2 = 3. Deoarece 


wyeR). 


a =5y— 13, obţinem z =5:3— 13 =15 — 413 =2. 

Prin inlocuire directă a lui x cu 2 și a lui y cu 3, se constată că perechea 
(2,3) este soluţie a sistemului. Sistemul are deci ca singură soluţie această 
pereche. 

Am ilustrat prin aceste două exemple metoda substituţiei pentru rezol- 
varea sistemelor de două ecuaţii liniare cu două necunoscute. 

Să observăm că în al doilea exemplu am fi putut proceda conform urmă- 
toarei scheme: 

— „scoteam“ din a âgua ecuaţie pe x; x =5y — 13; 

— înlocuiam în prima ecuaţie: 4 (5y — 13) — 3y +1 =0. Obţinem 
asttel o ecuaţie în y; rezolvind-o, obţineam că are ca soluţie numărul 3; 

— înlocuind pe y cu 3, obțineam x =5:3—13 =2 şi deci soluţia 
(2, 3) a sistemului. 

Metoda substituţiei constă în următoarele: 

a) „scoatem“ dintr-una dintre ecuaţiile sistemului o necunoscută în 
funaţie de cealaltă; 

b) înlocuim în cealaltă ecuaţie a sistemului; obținem o ecuaţie cu o 
necunoscută, pe care o rezolvăm; 

c) avind „valoarea“ unei necunoscute, obţinem soluţia sistemului. 


125 


De exemplu, să rezolvăm sistemul 
x+3y +5 =0, 
3x + 2y — 0, 
folosind metoda substituţiei. 
Din prima ecuaţie scoatem pe x în funcţie de y: 
x = —3y — 5. Înlocuim pe x în a doua ecuaţie: 3(—3y — 5) + 2y —4 =0. 


(zeb, 


Rezolvăm această ecuaţie în y; obținem că ea este echivalentă cu y = — e E 


înlocuim: x = —3 ( = ?)- = EA 5, 2 - Am obținut soluţia sis- 


Metoda substituţiei poate fi aplicată şi sistemelor scrise în altă formă. 
De exemplu, să rezolvăm sistemul: 
8—x=2y+1, 
xyeB), 
oz x,y ) 
folosind metoda substituţiei. 
Sooţind din prima ecuaţie x = 7 — 2y, înlocuim în a doua: 6(7 — 2y) + 


+ 5y =3, de unde — 7y = —39. Deci y = 2 „apoi x -7—2- 9 


ps 2 . Soluţia sistemului este ( — 2 2). 


F/ 

Această metodă este avantajoasă atunci cind într-una dintre ecuaţiile 
sistemului o necunoscută are coeficientul 1 (sau —1); este de proterat ca ea 
să fie „scoasă“ în funcţie de cealaltă. 


EXERCIŢII 


1) Rezolvaţi sistemele prin metoda substituţiei: 
5 (at et d? a ete 


îx+5y = 6x + 5y = 103; 
2x + 3y =10, 

5) [za 7 ZA 

) [V2x—y =0, 

8 lazy a. 


126 


3x4+y—5=0, pizza a 
)laxpy—4=0; 


[i (cer avas 
2pax+ Văy—ă 

3) Rezolvaţi sistemele: 
3x + 10y =53, Bix —53y =3, 
a0x—7y =;  Plartry=it. 


SISTEME ECHIVALENTE. 
FORMA: STANDARD A UNUI SISTEM 
DE ECUAȚII LINIARE 


DEFINIȚIE. Două sisteme de ecuaţii sint numite echivalente dacă au 
aceeaşi mulțime de soluții. 


De exemplu ue 


x—1 zi 
se pet yeR) șl9 25 


yeR) 
sint evident rapi amindonă au ca paie 5 ca 4,2). 


2x 
Sistemele | 


oa yeR şi " ,yez) 
y i ceri 


nu sint echivalente; primul are ca soluţie perechea (3 2), al doilea au are 


soluţie (1). 


Forma standard a unui sistem de două ecuaţii liniare cu două necunos- 
cute este următoarea: 


ax+by=d, 
| ax iy=a, IER) 


Ta forma standard, termenii liberi sint trecuţi în membrul drept al ecuaţiilor 
ce formează sistemul. 


ax+iy+e=0, 


Sistemul de ecuaţii liniare | e iibp i d ab, (yeR 
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este echivalent cu sistemul scris în formă standard: 


ax + by = —e, 
esa des (x, yeR). 


METODA REDUCERII 
5x — 3y =15, 
Să rezolvăm sistemul ra 4 2y 42, (MyER). 


Să presupunem că perechea de numere reale (z, 4) ar fi soluţie a siste- 
mului. Avem astfel două propoziţii adevărate: 


5z — 3y =15 şi 3x + 2y =—12. 


Să inmulțim ambii membri ai primei egalităţi cu 2, apoi ambii membri 
ai celei de-a doua egalităţi cu 3: obţinem 


102 — 6y = 30, 


92 + 6y =36. 
Adunind membru cu membru cele două egalităţi, obţinem: 
192 = 66 


de unde z -*: 


Acum, din egalitatea 5z — 3y = 15 obţinem 5-96 — 3y = 15, de 


15 
de y = 15. 
egida: 
15 rii 
0) este soluţia sistemului. 
Am dat exemplu de rezolvare a unui sistem de ecuaţii prin metoda 


reducerii. 
Am fi putut proceda conform următoarei scheme: 


— înmulțim ambii membri ai primei ecuaţii cu 2: 
- 40x — 6y =30; 


— înmulţim ambii membri ai celei de-a doua ecuaţii cu 3: 


Constatim imediat că | fe 


9x + 6y =36; 
— „adunăm“ cele două ecuaţii; obținem ecuaţia în x: 
19x = 66 


pe care 0 rezolvăm; da are soluţia x 8. 
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— inlocuim pe x intr-una dintre ecuaţiile sistemului (de exemplu în 


prima) cu E obţinem ecuaţia în y 


66 
5490 ăi 45 
Ela 


pe care o rezolvăm ; ea are soluţia Ș. Siateraul are soluţia (33 . Fă A 


Să observăm că în prima fază am efectuat înmulţiri cu scopul de a 
reduce, prin adunare, termenii în . 
Al exemplu. Să rezolvăm 
6x + 57 = —7 
an Dia vyeB. 
V'rocedăm astfel: 
— inmulţim ambii membri ai primei ecuaţii cu 2: 12x ++ 10y = —14; 
— mmulţim ambii membri ai celei de-a doua ecuaţii cu —3; 
—12x — 21y =36; 
— adunăm membru 'cu membru ecuaţiili 
—1iy = 23, 


de unde y =—2; 
— inlocuim în prima ecuaţie po y cu —2: 6x-++5-(—2) = —7; adică 


6x — 10 = —7, sau 6x =3. Deci x= zi 


Astfel pereohea (4. )) este soluţia sistemului. 


Să observăm că am efectuat inmulţirile în așa fel încit, prin adunare, 
termenii în x s-au redus. 
Scopul metodei reducerii este inlocuirea sistemului 
ax+by=ăd, 
| ax+iy=a 
cu sistemul echivalent 
ax+by=d, 
ze 
a cărui rezolvare este imediată. 
Să rezolvăm prin metoda reducerii sistemul scris în formă 
canonică 


ax+by =d, 
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Înmulţind ecuaţiile respectiv cu d şi —b, astfel încit prin adunare 
termenii în y să se reducă, obţinem: 


ab'x — ba'x = db — bă, 


de unde 
E doi 
ab' —ba' 
Înmulţind acum în mod convenabil, pentru ca termenii în x să se 
ad' — da' 


reducă, obţinem y Cc 

Concluzii: 4) dacă ab' — ba' 3 0, atunci sistemul are o soluţie. 

2) Pentru a calcula componentele soluţiei trebuie să efectuăm doar 
scăderi, înmulţiri și împărțiri. O „maşină de calcul“ care ştie să efeotueze 
aceste operaţii, va putea fi „învățată“ (programată) să rezolve sisteme prin 
metoda reducerii. 

Să descriem algoritmul de calcul al soluţiei sistemului: 

Pasul 1: Citeşte a, b, d, a, bi, 

Pasul 2: s = a-b' (adică „înmulțește pe a cu b', notează rezultatul înmul- 

țirii cu s); 

Pasul 3: t=a'-b; 

Pasul ditu =s-—t 

Pasul 5: Compară u cu 0. Dacă u = 0, scrie „caz de excepţie“. Stop. Dacă 
u 4 0, continuă cu pasul 6. 

Pasul 6: v=d-b; 

Pasul 7: m=b:d'; 

Pasul 8: s=v-—w; 

Pasul 9: x=z:u. Serie „x“. Continuă cu pasul 10. 

Pasul 10: v=a-d' 


Pasul 13: y = zu. Serie „y“. Stop. 

Avantajul metodei reducerii constă în faptul că este algoritmică; ea 
poate fi programată. Uneori ni se pare că metoda substituţiei este mai uşor 
de aplicat, ceea ce este adevărat. Dar un calculator modern poate efectua 
milioane (1) de operaţii pe secundă, deci poate rezolva prin metoda reducerii 
sute de mii (1) de sisteme, într-o secundă. 


EXEROIȚIU 


1) Construiţi dreptele soluţiilor ecuaţiilor (separat): 

a) x-+y—4 =0; b) 3x + 3y — 12 =0. Ce observați? 

2) Construiţi în acelaşi sistem de coordonate dreptele soluţiilor ecua- 
ţiilor: a) x+y—& =0; b) 3x —2y —2 =—0 şi c) âx —y —6 =0. Cea 
de-a treia se obţine prin adunarea membru cu membru a celorlalte două. 
Ce observați? 
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3) Rezolvaţi prin metoda reducerii sistemele: 
a [fese e vastei 


dx —3y =â; 2x — 6y = —10; 
) âx+5y 13 d) 2, 
7x + 10y = —3; pistol 


Rezolvaţi sistemele: 
fi | x+y =24, 


x—y=14 
pp [6X—37=18, a [Sixt iy =7, 
pa Ad pipe 
e E î 
jul) 2 5) | de ae 
D A se oleg a 8 8x — 29 = 14. 
a 
5) Rezolvaţi sistemele: 
x+2y= i este 
Pace Aaa Hear ră 
x + 2y = 0,24, A 
e) | 0 Dome Co observați? 
6*) Rezolvaţi sistemele: 
[0 a: 
x+2V/2y = 
x+y=2Vă, (4 + V/2x + (V2— dy =a2, 
b) 3 Le ci s) x y 


=2. 


Pari Vai Vata pa 


5. SISTEME CE SE REDUC LA SISTEME DE DOUĂ 
ECUAȚII LINIARE CU DOUĂ NECUNOSCUTE 


Exemplul 1. Să rezolvăm sistemul 


A 
EA re scă 
= 


( yeR-— (0)). 
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Sa) facere aula arine e a a a E varii a uim LA 
Ei v Ei 
20 +v=1 
u—2v=—4. 
Rezolvind acest sistem obţinem ui — Z, = 3 Deci soluţia siste- 
Pta 5 
mului inițial este z=5, y = ae 


Exemplul 2. Să rezolvăm sistemul 
La 
€ ZE al 
3 (x E R, y E RN4(0, 1)) 
=3. 


Să presupunem că perechea de numere reale (z, y) este soluţie a siste- 


= + A = E sint adevărate. 


mului. Atunci propoziţiile 2 = 2. şi 
ya 
Folosind proprietăţile proporţiilor,, obținem că: 
32 = 2y şi â(z+ 1) = 3(y — 1). 
Deci 2 = 2 apoi «(av + 1) = 3(y — 1). Deci y=24, apoi z= 14. 


Soluţia sistemului este (14, 21). 


EXERCIŢII 
2x+y=5, 
1) Rezolvaţi sistemul: | ax y—4 2 
Fă 3 
2) Rezolvaţi sistemele: 
A.A 4 _y __40 
=s, 
i ia y E di 3” 
a) b) 
Apei ata E pt d 
XI. x 4 
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(3-3 a, 
i o E at 
dx —3y=2y7—4; pg n 55i 


d dada 
[0] 
4AVa—5Vy+1=0, 


6. REZOLVAREA PROBLEMELOR 
CU AJUTORUL ECUAȚIILOR 


Multe probleme practice se pot rezolva folosind matematica. Rezolvarea 
constă din mai multe etape: 


a) alegerea necunoscutelor principale ale problemei; 


b) stabilirea relaţiilor (legăturilor) între neounoscutele problemei, 
Aceste relaţii pot fi egalităţi, inegalităţi sau de altă formă, Ele formează 
aşa-numitul model matematic al problemei; 


c) rezolvarea modelului matematic; 


d) interpretarea practică a rezultatelor obținute; alegerea soluției 
practice. 


Vom de mai multe exemple: 

Problema 1. Prin strunjirea unei bucăţi de oţel, pentru a se obţine un 
ax necesar motorului unei motonave, se pierde material ce cintăreşte 5% 
din masa piesei finisate, Cit cintăreşte axul finisat, dacă înainte de strunjire 
bucata de oțel cintărea 240 kg? 

Rezolvare. Nu cunoaştem două lucruri: masa șpanului şi masa axului. 
Textul problemei ne îndeamnă să alegem ca necunoscută principală masa 
axului finisat. Fie deci z masa (în kg) a axului finisat. 

5 


100 
de oţel cintărea deci, inainte de strunjire, z + 552 kg. Asttel 2 + 3 sa 


Pierderile de material reprezintă 5%, din z, adică z (kg). Buocata 


= 210. Această egalitate este o relaţie ce leagă necunosoutele problemei. 
Modelul matematic al problemei este format din ecuaţia: 


5 
x + zopă =20, «eR). 


în steuaul ecuaţia, obţinem că ea are soluţia 200. Deci axul cîntărește 
e. 


Putem afla acum şi masa materialului ce se pierde: 10 kg. 


Problema 2. Un vapor-cursă, navigind în sensul curentului apei, a 
parcurs distanța dintre două porturi în 4 ore; la întoarcere, împotriva curen- 
tului apei, vaporul a parcurs distanța în 5 ore. Să aflăm distanța dintre cele 
două porturi, știind că viteza de curgere a apei este de 2 km/h, 

Rezolvare. Notăm cu z distanța dintre porturi (în km). Aceasta este 
necunoscuta principală. (Alte necunoscute ar fi viteza proprie a vaporului, 
sau viteza medie la intoarcere etc.) Viteza medie a vaporului, impotriva, 


curentului apei, este de Ș (em/b), iar în sensul curentului apei este de ? 
(km/h). Viteza proprie a vaporului (dată de puterea motoarelor sale) este deci 
+a la intoarcere și Zi — 2 la ducere. Modelul matematic al problemei 


este ecuaţia 
x 


Z+a= 3-2, men) 


4 


Soluţia acestei ecuaţii este 80, Deci distanța intre porturi este (pe firul apei) 
de 80 km, 

Problema 3. Un autobuz a parcurs distanța de 96 km în 2 ore. La inceput 
oferul a mers cu 50 km/h, apoi a fost obligat să reducă viteza la 4 km/h. 
du timp a circulat autobuzul cu 50 km/h? 

Rezolvare. Soluţia I. Să notăm cu z durata (în ore) a primei părţi a 
călătoriei; a doua parte a călătoriei are durata de 2 — z ore. Spaţiul parcurs 
în prima parte este de 50: km; în a doua parte de 40 * (2 — km, În totul 
autobuzul a parcurs 50 z ++ 40: (2 — z). Modelul matematic al problemei 
este ecuaţia BOX ++ 40(2 — x) = 96. Soluţia ecuaţiei este z = 1,6. Deci prima 
parte a călătoriei a durat 1,6 h =1 h 36 min, 

Soluţia a II-a. Să notăm, ca mai sus, durata primei părți a călătoriei 
cu z, iar durata celei de-a doua părţi a călătoriei cu y. În total călătoria a 
durat z ++ y ore. Obţinem prima ecuaţie: x+y =2, 

Spaţiul paris în prima parte a călătoriei este de 50 km, în n doua 
parte de 40y km, deci în total autobuzul a parcurs BOz +4 407 km. Obţinem 
a doua ecuaţie: B0x + 40y = 96, 

Modelul matematic al problemei este sistemul de ecuaţii: 


x+y=2, 
50x + 40y = 96. 
Rezolvindu-l, obţinem & = 1,6 și y =04. Deci autobuzul a circulat 1,6 h = 


= 1 h 36 min cu viteza de 50 km/h şi 0,4 h = 24 min cu viteza de 40 km/h. 


Problema 4, Două torţe au același punet de aplicaţie şi avționează pa 
aceaşi dreaptă. Dacă acţionează In acelaşi sens, rezultanta lor este de 100 N, 
iar dacă aoţionează in sens contrar, rezultanta lor este de 32 N. Qe mărime 
au aceste forţe? 


Rezolvare. Fie x şi y mărimile (In N ale) acestor forțe. Atunci 


x + y = 100, 
x—y=32. 


Rorolvind acest sister, găsit = 00, y = 94. Deci forţele stat de 00 N şi 
N. 
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Problema 5. Dacă pe fiecare pagină a unui album s-ar lipi cite două 
fotografii, n-ar avea loc 26 de fotografii. Dacă s-ar lipi cite trei fotografii pe 
pagină, ar rămîne 10 pagini fără fotografii. Cite pagini are albumul și cite 
fotografii trebuie lipite în album? 

Rezolvare. Fie z numărul de pagini ale albumului, iar y numărul de 
fotografii ce trebuie lipite. Textul problemei se transpune în sistemul de 
ecuaţii 


2x =y — 3%, 
3 — 40) =y. 


Soluţia sa este z — 56, y — 138. Deci albumul are 56 pagini, iar numărul 
fotografiilor este 138. 

Problema 6. O bucată de bronz (aliaj de cupru şi cositor) are masa 
de 50 kg şi volumul de 6 dm5. Cit cupru şi cit cositor conţine aliajul? 

Se cunoaşte densitatea cuprului — 8,9 kg/dm3 şi a cositorului — 7,2 
Ig /dm3. 

Rezoloare. Fie z masa cuprului (în kg) conţinut în bucata de bronz; 
fie y nasa cositorului (în kg) conţinut în bucata de bronz. Bucata de bronz 
are masa z + y (kg), deci x +y = 50. 


Vom ţine seamă de formula V = 72. Volumul cuprului conţinut în 
[ă 


bucata de bronz este —f-dm3; volumul cositorului este dm. Deci 
, E 


x+y = 50, 


Obţinem sistemul | x 
55 ta 


rezolvindu-l, găsim z = 35,6 şi = 14,4. Bucata conţine deci 35,6 kg cupru 
şi 44,4 kg cositor. 

Problema 7. Într-un laborator de chimie este nevoie să se obțină 2 litri 
de acid sulfuric cu concentraţia de 30%. În laborator există, în cantități 
mari, acid sulfuric cu concentraţia de 20%, şi de 50%, Putem obține cei doi 
litri cu concentraţia de 30%? Cum anume? 

Rezolvare. Da, îi putem obţine prin amestec. Fie z cantitatea (în litri) 
de acid sulfuric 20%, ce ar intra în amestec, iar y cantitatea (în litri) de acid 
sulfuric 52%, ce ar intra în amestec. Atunci am avea x ++ y = 2, iar amestecul 
52 


6; 


ar conţine ez HP v litri acid sulturio, ceea ce ar trebui să fie exact 
_30_. 3 = 60 vitei. Obţiner sistemul 
100 100 
x+y=2 
DDE Rea 60 
100 * + 1007 100 
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Soluţia sa cata pai „375 şi y = 0,625. Ar trebui să amestecăm deci 1,375 
litri acid cu concentraţia 20%, cu 625 ml acid cu concentraţia 52%. 

Problema 8. Cumpărăm de 10 lei timbre poştale de 55 bani şi de 
1,55 lei. Putem cumpăra exact 10 timbre? Dar 12 timbre? 

Rezolvare. Fie z numărul de timbre de 0,55 lei cumpărate, iar y numărul 
de timbre de 1,55 lei cumpărate. Plătim deci 0,55 - z lei pentru timbrele de 
55 bani şi 1,55 - y lei pentru celelalte; în total plătim 0,552 +- 1,55y lei. 
Deci una dintre ecuaţii este 0,55x -+- 1,55y = 10. 

Să presupunem că x +- y = 40. Rezolvind sistomul obținem că are 
soluţia z = 5,5 şi y = 45. 

IEI da a DIAREE pes e Gras Didi 
la prima întrebare este: nu. 

| 0,55x +- 4,55y = 10, 
x+y=42 
nu are soluția formată din numere naturale. Din nou răspunsul esţe: nul 

Observaţie. La această problemă, interpretarea rezultatelor are o impor- 
tanţă decisivă. 

Problema 9. O şarjă de fontă trebuie să conţină 27 t: fier si 310 kg 
mangan. 

Minereul de fier conţine în medie 50%, fier şi 0,5% mangan; dispunem. 
şi de minereu de adaos, bogat in mangan, ce conţine în medie 15%, lier şi 20% 
mangan. 

Sce cantitate din fiecare, minereu trebuie introdusă în furnal pentru a 
se obţine şarja cu conţinutul dorit? 

Rezolvare. Să notăm cu z cantitatea de minereu do fier (măsurată în 
tone) ce trebuie introdusă în furnal. Această cantitate de minereu conţine 


50 
100 


Nici sistemul 


z tone mangan. 


0,5 
tone fi =, 
tone fier 00 
Fie y cantitatea de minereu de adaos (în tone) ce trebuie introdusă în 


furnal; ea conţine Av tone fier şi ov tone mangan. În total am 


introdus în furnal oz ci Ea y tone fier şi Pio i Ea y tone mangan. 
Obţinem, astfel sistemul de ecuaţii: 

sro y=a, 

Baa x roy = ot, 
Rezolvindu-l, găsim că z = a şi y= Eu adică este aproximativ 


54 iar y este aproximativ 0,2. 

Şarja se obţine deci prin introducerea în furnal a aproximativ BA t 
minereu de fier şi 200 kg minereu de adaos. 
, Observaţie. Şi în această problemă interpretarea rezultatelor are un rol 
decisiv. 

Problema 10. O lentilă convergentă dă pe un ecran imaginea unui creion 
mărită de două ori. Deplasind lentila spre ecran cu 12 cm, imaginea creio- 
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nului devine de două ori mai mică decit creionul (vezi fig. IV.14 şi 15). Care 


este distanţa focală a lentilei? 

Rezolvare. Cunoscind distanţele obiect-lentilă şi lentilă-imagine putem 
afla uşor distanța focală a lentilei. Să notăm cu z distanţa iniţială obiect- 
lentilă (în cm) şi cu y distanţa iniţială lentilă-imagine (în cm). Din asemănarea 


iunghiurilor obţinem £ = =. 
triunghiurilor obţinem ăla 


Fig. IV44 


Fig. IVA45 


După deplasarea Jentilei spre ecran, distanța obiect-lentilă devine 
z + 12 cm, iar distanţa lentilă-imagine devine y — 12 cm. Din asemănarea 
wriunghiurilor obţinem: 


z4+42 _2 
LE pe ET 
Rezolvind sistemul de ecuaţii 
za 
Și A2a 
Ea 
yg=a 


găsim z — 12 şi y = 24. Acum, distanţa focală f se calculează din f? = (2 — 
—Py — 7); obținem f =8 cm. 
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PROBLEME 


1) Într-o întreprindere chimică, instalaţia veche produce 1000 t de 
îngrăşăminte pe lună; noua instalaţie poate produce această cantitate de 
îngrășăminte doar în 12 zile. În cite zile sint produse 1000 t îngrășăminte 

„ chimice, dacă lucrează ambele instalaţii? (o lună are 30 de zile). 

2) Două roţi dinţate angrenate au distanța între axele lor de rotaţie 
de 35 cm; prima are 77 de dinţi, iar a doua 308 dinţi. Ştiind că înălţimea din- 
ţilor este de 0,6 cm, aflaţi diametrul fiecărei roţi. 

3) Dacă prin gurile de suflare ale unui cubilou (cuptor de topire a,fontei) 
se suflă 1 m? de aer pe secundă, se obţine oțel cu conţinut de 2,5%, carbon. 
Dacă debitul de suflare crește la 4 m: pe secundă, se obţine oţel cu 0,5 %, car- 
bon. Ce debit de suflare va asigura obținerea unui oţel moale, avind 0,25%, 
carbon? 

Dar a unui oţel dur, cu 1,2 %, carbon? 

(Se presupune că procentul de carbon în oţel este funcţie liniară de 
debitul de aer sullat.) 


7. INECUAȚII ŞI SISTEME DE INECUAȚII 


Să ne reamintim că, date două numere reale a şi b, putem avea sau 
a<b,saua=b,saua >b,şi că notăm „a < 0“ în locde „a <bsaua =b*. 

Am folosit pină acum notația [a; b] = (z|z E RB,a s z s b) pe care 
o citim „intervalul închis de extremităţi a şi b“. 

Se mai utilizează şi notaţiile: 
(—co; d]= (zl zER,z <a;citim „intervalul minus infinit, a, închis în a“; 
[a, +eoo) = fz|zER, z >a); citim „intervalul a plus infinit, închis în a“. 

Observaţie. Să observăm că (—co; b]N[a, +-co) = [a; 2] (vezi fig. IV. 16). 


pes: bj 


LL La:seoj 


ta: Bl. 
Fig. IV.16 


Fie propoziţia cu variabilă: 
xs<5(xeR). 
Aceasta este o inecuaţie. Înlocuind necunoscuta x cu diverse numere reale z, 
obţinem, propoziţii adevărate sau false. Ne dăm seama imediat, că mulţimea 
soluţiilor acestei inecuaţii este (—co; 5]. 
Fie inecuaţia 2x — 1 <O0(x €ER). 
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E, 


Să înlocuim necunoscuta x, pe zind, cu valorile —2, —4, 0, E 
2 şi să intocmim tabelul: 


Valoarea de adevăr 


2 
Pentru a 'rezolva ineocuaţia putem proceda astfel: adunăm mai întii 4 
cu ambii membri; o transformăm astfel în inecuaţia echivalentă 2x < 1(x E R). 


Ne dăm, seama că mulțimea soluţiilor inecuaţiei este ra Ma . 


Inmulţim acum ambii membri ou E transtormind-o în ineovaţia echiva= 


lentă x La E R). Se vede acum care este mulțimea soluțiilor acestei 


ultime ineocuaţii, 

Fie inecuaţia —x<2, (x E R). Dacă înmulţim ambii membri ai inecua- 
ţiei ou —A, obţinem inecuaţia echivalentă cu ea 

x > —2 («ER) 

(reamintim că prin înmulţirea ambilor membri cu un număr negativ, sensul 
inogalităţii se schimbă!). Deoi soluţiile inecuaţiei sint elementele mulțimii 
[—2: +eo). 

În general, o inecuaţie de gradul 1 cu o necunoscută are forma 

ax+d s0(xeR) 

unde a şi b sint numere reale, iar a i 0. 

Distingem două cazuri posibile: 

1) Cazul a >0. În acest caz adunăm —8 cu ambii membri ai inecuației, 
apoi impărțim cu a; obținem inecuaţia (echivalentă cu prima);, 


> 
Rae («eR), 
„a cărei mulțime de soluţii este intervalul (-e. 30] 
a 
2) Cazul a < 0, Şi în acest caz adunim —b cu ambii membri ai îneoua- 
iei, apoi impărțim cu a; însă a este negativ, deci sensul inegalităţi se 
sohimbă. Obţinem astfel inecuaţia 


x>=2 («eR). 


Mulțimea soluțiilor ei este intervalul [= 2, eo). 
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EXERCIŢII 


1) Sorieţi mulţimea de adevăr pentru propoziţia cu variabilă: 

a) 3x +1 s0, (xER); b) Ix—2 <0, (x €E10; 2); 0) —7x+ 
+5 s<0 (xER); 9) —7x—141<0,(xER). 

2) Rezolvaţi inecuaţiile (in care x € R): 

a) 4x — 11 <2x +41; b) 42x4+7 s5x+8; 0) 2x+4+8s<x+9; 
d) 17x — 22 > 10x—8, 

3) Rezolvaţi inecuaţiile: 

a) 13x > -:6; b) âx s 82; 0) dy < —40; d) —2y 16; 0) —x< 
< —10; 1) —x > 13; g) —4x > 2; h) ax >0;i) 17x s6x; j) —5x 20; 
k) 42 s —10 x; 1) —60s —x; m) riza 

4) Rezolvaţi inecuaţiile: 

a) —16x+62 30; b)âx+ 11 >8r—3; c) 5x > 8(x +1); d)2s 


< 93 +1); e) 15-14) 3 7x; D 3x— XAao; ș) ax — SA 20, 


INECUAȚII DE GRADUL 1 CU DOUĂ NECUNOSCUTE 


O inecuaţie de gradul 4 cu două necunoscute este de forma 
ax+by+es0( yen, 
unde a, k şi e sint numere reale, iara zOsaub 40. 
Do exemplu, să considerăm inecuaţia 
2x-+y—5s0 (x, yeR). 
Să inlocuim pe x cu 1 şi pe y cu 2; obţinem propoziţia adevărată 
a 2:1+2—5s0. 
Deci perechea (1, 2) este soluție a inecuaţiei. 

Să înlocuim pe x cu O iar pe y cu 3; obținem propoziţia adevărată 
2:04-3—5 s 0; deci şi perechen (0,3) este o soluţie, A 

Înlocuind pe x cu 3 iar pe ycu —4, obţinem 
propoziţia adevărată 2-3 + (—î)—5 <0, deci și 
(3, —1) este o soluţie. 

Dimpotrivă, perechea (2, 4) nu este soluție a 
inecuaţiei, căci propoziţia 2-2 4-4 —8 <0 este 
falsă. 

In figura IV.17 am reprezentat punctele 
AU, 2), 80,3), 04, —1) corespunzătoare soluţiilor 
găsite ale inecuaţiei, apoi punctul M(2, 4). Am dose- 
nat și dreapta (d) a soluţiilor ecuaţiei 2x + y —5 = 
=0, (x, 7 ER). Această dreaptă împarte planul 
în două semiplune. Observăm că toate cele: trei 
soluţii ale inecuaţiei, găsite pină acum, corespund 
Fig. IVA7 unor puncte din acelaşi semiplan (cel laşurat). 
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Fie punctul P(z, 5 — 22), de abscisă z, aflat pe dreapta (d). Să 
considerăm o soluţie (z, 4) a inecuaţiei, de abscisă z. Propoziția 22 + 
+y—5 0 este adevărată; deducem y < 5 — 2z, deci punctul 
Q(z, y) se află „sub“ punctul P(z, 5 — 22). 

Mulțimea soluţiilor inecuaţiei se identifică cu semiplanul  hașurat. 
Ca să rezolvăm o inecuaţie de gradul 1 cu două necunoscute 


ax+iy+es0o(yeB), 


desenăm mai întli dreapta soluţiilor ecuaţiei ax + dy + e =0. Această 
dreaptă imparte planul în două semiplane. Pentru a stabili care dintre ele 
este mulţimea soluţiilor inecuaţiei, luăm un punct din plan (nu de pe dreapta 
soluţiilor) şi verificăm dacă este sau nu soluţie a inecuaţiei. Dacă este soluţie, 
atunci semiplanul în care se află punctul este mulțimea e ră ce lu 


De exemplu, să considerăm inecuaţia 
2x+3y >6(x,y€ER). Ş 
Desenăm în figura IV.18 dreapta soluţiilor ecu- 
aţiei 2x + 3y =6. Verificăm dacă punctul O - 
(originea axelor) este sau nu soluţie a inecuaţiei. 
Propoziția 2- 0 + 3-0 > 6 este falsă; deci 0 
nu se află în semiplanul soluţiilor inecuaţiei. 
În figura IV.18 am haşurat semiplanul solu- 
ţiilor. Fig. IV.18 


EXERCIȚIU 


Care este mulţimea soluţiilor inecuaţiei: a) x+y—4s0(x,yehB); 
b) 2x—y—1s0(x,yeR)P? 


SISTEME DE INECUAȚII 


Vom considera următorul tip de sistem de inecuaţi 


ax+b s<0, 
R). 
(eee, ee 
Să luăm două exemple: 
—3 <0, 
Ezemplul 1. Fie sistemul xeB). 
ZA ip E 4070, 3) 


Prima ecuaţie are ca mulţime de soluţii intervalul (—co; 1]; a doua 
ecuaţie are ca mulţime de soluţii intervalul (—co; 2]; sistemul va avea 
ca mulțime de soluţii intersecţia acestor intervale, adică mulţimea 
(—eo; 1] N (—co; 2] =(—00; 4]- 


141 


dx —16 <0, 
—2x +2 <0, 
Prima ecuaţie are ca mulțime de soluţii (—co; 4]. A doua ecuaţie are 


ca mulțime de soluţii [1; <+eo). Sistemul are ca mulțime de soluţii 
intersecţia acestor intervale, adică mulţimea (—co; 4] N [1; <+-co) = 


Exemplul. 2 Fie sistemul | G&eB). 


=U; 4. 
EXERCIȚIU 
Rezolvaţi sistemele de inecuaţii: 
x—42>20, 12x > 47x—4, 2x —1 20, 
bi , / 
| zei Cersei 9)iliaz2 4asl0 


LUCRĂRI PENTRU VERIFICAREA ÎNSUȘIRII 
UNOR CUNOȘTINȚE DE BAZĂ 


Lucrarea 1 
1) Rezolvaţi ecuaţiile: 
a) x+y—6=0(%yeB)b)âx—5=2—3y(wyeR). 
2) Rezolvaţi grafic sistemul de ecuaţii 


| i Tipa As 0, (yen). 
Lucrarea II 
1) Rezolvaţi sistemul | 22: 87, 
—x + 6y 
453 
Dire SI 


2) Rezolvaţi sistemul 

sa 
3) Rezolvaţi inecuaţiile: 
a) 3x4+2<0 (xeR); b) —2x+1<O0(x€eR). 
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CAPITOLUL V 


EXERCIŢII ŞI PROBLEME 


1. EXERCIŢII ȘI PROBLEME SUPLIMENTARE 


1) Ce număr este mai mare: 4|/25—3V/84+2 V/8i — /45 sau 
5 / 196 —7 /169? 

2) Un pătrat are latura de 21 cm. Cit este mărimea diagonalei sale? 
Aproximaţi în mara. 

3) Laturile unui dreptunghi au respectiv 3,7 cm și 2,6 cm. Ce lungime 
are diagonala sa? 


4) Exprimaţi printr-o formulă aria tolei de transformator din figura V.4. 
Caloulaţi-o, ştiind că a = 8,1 cm, b = 1,5 cm, c = 5,6 cm şi d = 4 cra. Știind 
că tolele se debitează din benzi dreptunghiulare cu lăţimea de 6 cm, aflaţi 
procentul (aproximativ) de folosire a metalului. 

5) În secolul trecut se folosea ca unitate a 
de măsură pentru lungimi piciorul (în unele 
ţări se mai foloseşte şi astăzi), aşa cum aflăm 
din cărţile lui Jules Verne. Un „picior“ are 
aproximativ 305 mm. Construiţi un grafic de 
transformare a lungimilor din metri în „pi- 
cioare“. Cu ajutorul lui apreciaţi cite picioare 
sint (aproximativ) în 1,2 m. Dar în 1,8 m? 

6*) Demonstraţi că nu există pătrate e. e e 
perfecte de formă 5n +3 cu n € N. i ezzi 

(D. Pompeiu*) î să 

7) Arătaţi că există numere a şi d astfel incit, inmulţind polinoamele 
X2+aX + b şi X2—3X + 4, produsul lor să nu aibă termeni de gradele 
1 şi 2. 


8) Fie A = 40, 1, 2) iar B = (3, 4, 5, 6). Construiţi toate funcţiile 
crescătoare f: A — B. Esto adevărat că sint & astfel de funcţii? 


9) Construiţi cele 6 funcţii crescătoare definite pe (5, 6) cu valori în 
mulţimea (0, 4, 2, 3). 


* Dimitrie Pompeiu (1873—1954) — matematician român. 
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10) Fie polinomul P(X) = X2 — 4X — 1, calculaţi numerele 
PO0+ V5) şi PO—V/5). 
11) Puteţi găsi o funcţie liniară f: R — R al cărei grafic să „treacăt“ 
prin punctele (4, 2) şi (3, 4)? Care este aceasta? 
12) Determinaţi funcţia liniară g: R — R, (2) =mz + n ştiind că 
202) 241 şi (8) =34. 
4AX:Z — PX 


13) Fie fracţia raţională F(X; Y; Z) > Da e i calealaţi 


F(2,6; 4,2; 1,092). 
14) Completaţi tabelul (cu eroare de 0,04): 


2 —02 | —04 | —005 [ 0,05 | o, 0,2 
VIFz 
z 
Cta 


Ce observați? 


15) Suma a 6 numere întregi pare, consecutive, este 18. Aflaţi cele 
șase numere. 


16) Un tren rapid părăseşte gara la 30 min după un tren de persoane; 
avind viteza medie de 90 km/h depășește trenul de persoane după 2 h. Ce 
viteză medie are trenul de persoane? 

17) între două porturi, pe un fluviu, un vapor parcurge distanța de 
140 km în sensul curentului apei în 4 ore, iar contra curentului apei în 
4 h 40 min. Ce viteză de curgere are apa fluviului? 

18) Un aliaj de aur și cupru are densitatea 16,9 g/cmi. Cite grame de 
aur şi cite de cupru sint într-o bucată de 100 g din acest aliaj? Densitatea 
cuprului este de 8,9 g/om?, iar a aurului de 19,5 g/omi. 

19) Mărim o catetă a unui triunghi dreptunghic cu 2 cm şi micşorăm 
cealaltă catetă cu 3 cm; constatăm că ipotenuza rămine de aceeaşi lungime. 
Suma catetelor este acum de 40 cm. Puteţi afla ce lungimi aveau laturile 
triunghiului iniţial? 

20) Vrem să obţinem 5 litri de alcool de 35% (concentraţie); dispunem 
de alcool cu concentraţii de 20% şi 72%. Cit trebuie să amestecăm din fie- 
care fel? 

21) Perimetrul unui dreptunghi este de 28 cm. Dacă-i mărim lăţimea 
cu 2 cm şi-i micşorăm lungimea cu 2 cm, obținem un pătrat. Puteţi afla dimen- 
siunile dreptunghiului? 
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22) In laborator există un cilindru gradat, dar nemarcat, din sticlă. 
Plin pe jumătate cu apă, cintăreşte 4,5 kg; plin doar o treime cu apă, cîntă- 
reşte 3,5 kg. Cit cintăreşte cilindrul gol? 


23) Mărind lungimea unui dreptunghi cu 12 cm, iar lăţimea sa cu & cm, 
aria dreptunghiului se măreşte cu 120 em?. Aflaţi dimensiunile dreptunghiului 
iniţial, ştiind că perimetrul său era de 16 cm. 


24) Cit cupru şi cit zinc se află amestecate într-un aliaj ce cintărește 
în aer 5 kg, ştiind că în apă el cîntărește cu 0,6 kg mai puţin? (Densitatea 
cuprului = 8,9 kg/dm5, a zincului = 7,4 kg/dm?). 


25+) Cit alcool de concentraţie 45%, trebuie să amestecăm cu alcool 
de concentraţie 60% pentru a obţine 5 litri alcool cu concentraţia de 65%? 


9. OLIMPIADE ȘI CONCURSURI 


Prezentăm o selecţie de probleme date la diverse faze ale Olimpiadelor 
de matematică din ultimii ani, sau la Concursurile de treaptă. Textele au 
fost parţial modificate. 

1) Fie E =(a — 5) — (a — ba +2) şi F= (3-09 + (a + ba —d). 
Arătaţi că dacă a şi b sint negative, atunci E >F. 


(0.M. 1975, mun. Bucureşti) 


2) Un trapez isoscel are baza mică de z -+- 2 cm, laturile neparalele de 
da + 4 cm fiecare, perimetrul de 11 -- 22 cm, iar înălțimea de 3 cm. 
a) Calculaţi baza mare şi aria; b) Pentru ce valori ale lui z problema are 
soluţie? 

(0.M. 1976, jud. Bacău) 


3) Fie A=8a% — Bata — 2 — 25 + Bazi, B —atz — Gaz? — a + Mat 
—6az2 + 279 — Bata — 5a5. Aflaţi E=A + B+C; F=A-—B+C 
—A+ B+ C. Serieţi-le în formă canonică. 


(0.M. 1976, jud. Buzău) 


4) Fie polinomul p(X) = (X + 4) (X2 + 1)(X — 1) — (A — 1) 

a) Descompuneţi polinomul p în factori; 

b) Scrieţi în formă canonică polinomul în Y obţinut prin înlocuirea lui 
X cu polinomul g(Y) = (4Y + 13) (Y2 4-1) — (47 +3) (7 + 2). E 


(0.M. 1976, mun. București) 
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10 — Matematică-algebră, cl. a VIt-a 


5) Fie p(X) = X* — (2X — 3)(X — 1)? — (3X —5)2X +7) (Ia — 
— 1) (X2 4 1)(X + 1). a) Să se serie polinomul sub forma canonică. 
b) Calculaţi: 
4 5). SE e 
(e =): 25) —5 (oa —qpa razi 


CIP > 


şi apoi aflaţi valoarea p(2)- 


(0.M. 1976, jud. Alba) 
X2 — 4XY +4 
RI —2X7 + AZ —2XZ. 
(Concurs treaptă 1976, jud. Cluj) 


6) Simplificaţi: 


ele Ali. E A 
2 3 2 
7) Rezolvaţi sistemul 
3x 
D+ay=0, 


(Concurs treaptă 1976, jud. Neamţ) 
aka . 050+05 
ai ORA 
(Concurs treaptă 1976, jud. Caraş-Severin) 
; aa Aaaa 2 2 
9) Rezolvaţi ecuaţiile: 1-55 = 0; pa = 0i pa 3 
(Concurs treaptă 1976, jud. Caraş-Severin) 
2(x + 1) = 309 — 1) +14, 
dx — 302x + y —1)=2(—x+ +8. 
(Concurs treaptă 1976, jud. Satu Mare) 


8) Simplificaţi: 


10) Rezolvaţi sistemul | 


11) Rezolvaţi ecuaţia (x — a)2 + d = (x — DP + a. 
(Concurs treaptă 1976, jud. Satu Mare) 
12) Fie E(X) = 13X(X + 12 + QX2 —5X + 1) (2 +2X +3) — 
— 5(X + 2) (X — 2) — 23. Descompuneţi în factori. 
(Concurs treaptă 1976, jud. Arad) 


x—y=—3 
13) Rezolvaţi sistemul ax i za cocă 


(Concurs treaptă 1976, jud. Sălaj) 
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14) Rezolvaţi ecuaţia E -2 = ă 


(Concurs treaptă 1976, jud. Dolj) 


15) Un vapor parcurge distanţa dintre două porturi în sensul curentului 
apei în & ore, iar contra sensului curentului apei în 4 ore 20 min. În cit timp 
va parcurge această distanţă o plută ce se deplasează cu viteza apei? 


= 0, unde bz0). 


(Concurs treaptă 1977, mun. Bucureşti) 


16) Rezolvaţi ecuaţia 
m este diferit de 9 şi de 10. 


= 2x —46, în care parametrul 


(Concurs treaptă 1977, mun. Bucureşti) 
17) Calculaţi lungimile laturilor unui triunghi isoscel, ştiind că sint 
proporţionale cu numerele 2, 5 și 5, iar perimetrul triunghiului este de 36 m, 
(0.M. 1978, jud. Dimboviţa) 


18) Calculaţi: E ni e 2 = (apte 4 (—1p%3, unde k şi p 
sint numere naturale. 


(0.M. 1979, mun. Bucureşti) 
40475 — 1)2 — 6,0625 . 
0,04 — VBA616 


19) Calculaţi: 
(0.M. 4979, mun. Bucureşti) 
20) Calculaţi: Zap = Zap +4, neN. 


(0.M. 1979, jud. Cluj) 


3. EXERCIŢII ȘI PROBLEME DISTRACTIVE. 
CURIOZITĂȚI 


1) Media aritmetică a numerelor 0,618034 şi 2,618034 este 1,618034. 
Cit este produsul lor? Reţineţi primele șapte cifre. 


2) Priviţi: 1=a+2-2-2; 2=242342—2—2; 3=2+ 


+2 a+ Za=a-a-2 2 2; 5=2+42+42—2s6=a+a+ 
+2+2—3; 7 =22:2—2—2. Continuaţi, scriind pe 8, 9, 40, 44 şi 12 


în mod asemănător, cu cinci cifre 2. 


3) Avem 14+24+3+44+5+6+7+8 -9 100. Puteţi scrie în 
alt mod numărul 100, folosind fiecare cifră o singură dată (în ordine crescă- 
toare) şi numai semnele -+ şi - ? 
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4) Curiozităţi: 63:83 =6-3+3; (Q2+7):2:16=—272+16; (+ 
+24 3)-1-2- 13 4 24 33. 
V6â=6+ V/â; /395=4+ 


= 12 —4; 
V V16 +9 = 16—|/9;/256=2:5+6; 
V324 = 3:(2+46); /11881 = 118—8—41. 


6) a) 1+8:1=—9 bv) 9-9+7 
2+ 8-12 9-98-+6 
3+8 -423 9-97 +5 

4 +8 - 4234 9 -9876 +4 

5 +8 - 12345 9 -98765 +3 

6 +- 8 - 123456 9 - 987654 + 2 
7 +8 - 1234567 = 9 - 9876543 4-1 
8+- 8 - 12345678 = 9 - 98765432 -+- 0 


9 + 8 : 123456789 = 
7) Priviţi triunghiul 


Fig. V2 


Suma numerelor scrise 
pe liecare latură a sa este 20. Dar suma pătratelor acestor numere? 
8) Puteţi folosi patru cifre 9 pentru a forma numărul 100? 


9) Aria regiunii colorate din figura V.2 reprezintă: DE din aria pătra- 


tului; b) din aria pătratului; DR din aria pătratului. Care răspuns este 


corect? 

10) O orchestră formată din 40 de instrumentiști cîntă o melodie în 
4 minute. În cite minute va fi cintată melodia de o orchestră formată din 
60 de instrumentiști? 

11) Unim printr-un segment două puncte de pe cerc. Se formează în 
interiorul cercului două regiuni (vezi fig. V.3). Unim prin segmente trei puncte 
de pe cere. În interiorul cercului se formează patru regiuni. 

Unim prin segmente patru puncte de pe cerc; se formează 8 regiuni. 

Puteţi spune cite regiuni se formează în interiorul cercului dacă unim 
prin segmente cinci puncte de pe cero? Dar şase punote? 


ES 6 


Fig. V.3 


148 


12) Un poştaş lasă, pentru cele 40 de apartamente ale unui bloc de 
locuinţe, 22 ziare „România liberă“ şi 27 ziare „Scinteia“. Puteţi spune în 
cite cutii poştale va lăsa poştaşul ambele ziare? 


13) z + y înseamnă „adună pe z cu y şi împarte rezultatul la 4%. De 
exemplu, 8*12=—(8+4+12):4=5. 
. Caloulaţi 13+7, apoi 2*(3+5). Aflaţi numărul a din ecuaţia 
a +14 = 10. 


14) Ce puteţi spune despre valoarea de adevăr a propoziţiilor: 

a) Toţi iepurii albi au urechi lungi. 

b) Nici un iepure cu urechi lungi nu este numit Timothy. 

c) Eu am un iepure alb pe care-l numea Timothy 
(după Lewis Carroll, autorul cărţilor „Alice în țara minunilor“, „Prin oglindă“ 
şi al altora). 

15) O roată se roteşte cu viteză constantă. Cronometrind o rotaţie 
completă, am obţinut 4,3 s, ou eroare de 0,4 s. Cite rotații complete face 
roata în 43 s? 


16) Puteţi afla aria hirtiei folosite pentru tipărirea acestei cărţi, în 
centimetri pătraţi? Exoludeţi coperta. 


17) Kilometrajul mașinii arată 78 987 kilometri parourși. Şoferul observă 
că acest număr este simetric. Peste două ore, aruncindu-și privirea peste 
kilometraj, observă că acesta arată din nou un număr simetric, Cu ce viteză 
medie a mers automobilul în acest timp? 


18) Priviţi figura V.â. Cite drumuri duo a 


de la A în C? Care dintre ele este cel mai scurt? 


19) Cinci copii se joacă astfel: unul dintre 
ei stă deoparte, în timp ce ceilalţi se impart 
în două grupe. Cei doi copii din prima grupă 
trebuie să spună adevărul, iar cei doi din a 
doua grupă trebuie să mintă (dacă sint intre- 
baţi). Întrebind, cel oare a stat deoparte va Fig. V.a 
trebui să afle în ce grupă este fiecare. 

Ionică a stat deoparte, iar ceilalţi s-au împărţit. Ionică revine şi-l în- 
treabă pe Petrică: „Tu eşti minoinos?“. Ce va răspunde Petrică? 

Ionică îl întreabă pe George, apoi pe Niou şi pe Alex: „Ce mi-a răspuns 
Petrică?“. George răspunde: „Ţi-a răspuns că este mincinos“; Nicu răspunde: 
„Ţi-a răspuns că nu este mincinos“. Alex răspunde la fel ca şi George. Cum 
se impărțiseră în grupe? 


20) Din „Aritmetica“ lui Diofant din Alexandria (Egipt): 

a) Împărţiţi un număr dat în două părţi, avind diferența dintre ele 
dată. De exemplu, fie numărul dat 100, iar diferența 40; găsiţi cele două 
părţi. 

b) Aflaţi două numere, ştiind raportul şi diferenţa lor. 
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21) Din antichitate (problemă de origine greacă): 

Regele din Samos îl întreabă pe Pitagora ciţi elevi are, Pitagora îi răs- 
punde: jumătate dintre ei studiază matematica; un sfert dintre ei caută să 
înveţe ştiinţele naturii; o şeptime incearcă să înveţe filozofia. În plus, mai 
sint trei femei. 

Ciţi elevi învățau la şcoala lui Pitagora? 


28*) Din antichitate (tot de origine greacă). 

Eu sint un leu de marmoră. Două izvoare țișnese din ochii mei, unul 

din gura mea, altul de sub piciorul meu. În două zile, ochiul meu drept umple 

bazinul; ochiul meu sting îl ue ple în trei, iar izvorul de sub piciorul meu în 

atru. Pentru a umple bazinul, izvorului din gura mea îi ajung șase ore. 

ălătorule, înainte de a bea, spune în cit timp va fi plin bazinul, dacă toate 
izvoarele curg? 


23) Din evul mediu (de origine arabă). 

Un hoț a intrat într-o livadă de portocali, păzită de trei paznici şi a 
urat nişte, portocale. Primul paznie l-a surprins; ca să scape de el, i-a dat 
jumătate din portocalele furate și încă două portocale. A dat apoi peste el 
al doilea paznic; ca să scape, i-a dat jumătate din portocalele ce le mai avea 
şi încă două Oro Rua, Aproape de ieşire a nimerit peste al treilea paznic; și 
acestuia i-a dat jumătate din portocalele ce le mai avea, plus incă două, 
Odată scăpat, a văzut că mai are o singură portocală, Cite portocale furase? 


24) După „Algebra“ lui Clavius (1608). 

Un tată, voind să-și încurajeze fiul să rezolve probleme, îi promite că-i 
va da 8 lei pentru fiecare problemă bine rezolvată; dar, pentru fiecare pro- 
blemă pe care n-a rezolvat-o, fiul va trebui să plătească 5 lei, După 26 de 
problerna, fiul nu trebuie să plătească nimic, dar nici să primească ceva, 

ite probleme a rezolvat? 


25) Problemă veche indiană (probabil din secolul al IX-lea), 

Erau impreună 67 de coşuri cu fructe şi încă 7 fructe. Au venit 23 de 
călători, care şi-au împărțit în mod egal între ei fructele. Cite fructe erau 
într-un '00ș? 


INDICAȚII ŞI RĂSPUNSURI 


Pag. 5. 1) 6; 2; 13; 12; 3; 7. 2) nu; da; da; da. 3) 252; 1050; 120; 


41 34 4 4 2 42 5 
28000) Oe aeaa Ea o Sai Ş „2 4. 8) 7; —37; 4 
56; 280.5) 0; 30: 20: gi: 15 D6g: —aa: 7: ) Zi 
34  —437 —404 98 49 TINE Vai E jo ADR aa) 
& Fi 3 S £ 1 & a i = Să f 
10) 3: —w9 : 90! 95: 45 ID gi: şi Si 18: 7i 20 


12) 249; —4,92; 0,33; 947. 13) 0,45; 0,4375; 0,2375; 0,(5); 5,(6); 0,(41463), 
29 "10 47 Ei E 
DD 150; 3,57; 0,(6748%); ; 
14) 0: 99: ai 30: 225 ) Oda 4974420); 00446; 
4169,95; 538,2. 16) —75; +180; —25000; +2; a a 


+91,02. 17) —5; +5; Fa; —40; + Bi: —1i 
611 3 10 15 35 
Y 64; x 99) =: & a, 
18) +20; +64; —apg: 19): Eug) iai 
1 3 411 41 13 89 
ep o aa). : 24) 29,5; 
pc ater pid al rc iat- DT)ate) 
4,73; 04; 3,3. 25) 149,12. 26) 0,223. 27) 86,4; 100. 
Pag. 9. 2) nu; da; da. 
Pag. 12.2) 5; =, 2, =; 14;13. 3)b,o,e. 4) 4,96; 1,9884; 
2: ș 24002225; 2,0464; 2,25. 6) 100;-A.; Li 64; nu are 


1999396; -. 
soluţie. 
Pag. 16. 1) 2,2361; 0,86603; 1,0488; —1,7321. 2) 2,44; 2,64; 2,82. 
Pag. 18. 1)î; ;sa;f.2e<c<a<0<i<d<b<f. 
Pag. 19. 1) da; da; da; da; da. 
Pag. 20. 1) 3,1415; 3,141; 3,1408 şi altele. 2) 1,73; 1,731; 1,731 şi altele. 
3 Ei 1 
3) Ştim că —— şi ă ici ja 
) ştim = 3 <a ati a <s: De aici (e +20) i <s<(a+ 
A 
i oa tă oa 
Pag. 23. 2) 1,93; 3,14; 3,65. 3) nici una. 
Pag. 26. 1) 6; 2/5; 2/6; 4/3; 3/3; 6/2; 10/53; 5/3; 
5/5; 10V/5. 2 6V/3; 6/5; —2V/5; —10/3; —10/5; îi Vă; 
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>va ya va 8) Asooiativitatea. A ni 5V7; Vă; 
6/3; /7.5) 8+7V1; —4+4V/5; — EA Va Va. 9 3Vă; 
8/3; 13 pă; —V3; Va+5V5. 7 ac; ă; e. sali ; az; 
Ei Vs; 2/2, 1/48. 9) Nu. Este corect doar dacă a > 0. 10) V-2 Wa, 
33:20 
Ii Va Va 2 4 13) —60 2/8 9+6V/3; aaa 
10+6/5; 21 —6V/7. 13) 2; 3;4;13; —21 +V/3—V/5+5py/15; 
24 —13 /2—6V/3+4V6. 
Pag. 28. ie aa 2) 134... Ş. i 
Ei e ati VE, ga La, =! al „Vă, _3V/% 
4) nu; nu; da; nu. să Sa; uV/3; 


e —16V/3. 6) 124+ 


10 V/8i 8-0 V/15; AD VE, —a ya, —15 59 V/5, 
=41-5V/5,9—8V3+aV/5—V0 p) 83 V2-2V/3+V/3, 


=17-3V5, PE: 9) 45;2 /3+3V/3+V5; Aa 


—V7+ V/14. 10) 2a, dacă a+b > 0; —20, dacă a+b<0. 

Pag. 32. 2) Din s>[s] şi c>([2] rezultă s + >([51+[4]. Însă 
[5] -+ [4] este număr întreg. 3) Nu. Luind s =: =045, avem [s +1] =1 iar 
[5] + [2] =0. 4) Indicaţie. La fel ca E ij pia 

Pag. 33. 1) 0,68; 2,87; 4,57. 2) 4;//2; 1;,2;2. 

Pag. 35. 1) 211; 258; 9914; 42012; 7483, 3) 1894. 3) 111; 100100; 
11100. 4) 620; 201; 2; 9002; 2059; 0; 99978. 6) minim 225 litri. 6) 1760; 
672; 7350; 10403; 43400; 175680; 284600; 1680000; 5537664; 702702; 12000; 
16800. 7) 110; 110110; 1010001. 8) 499500. 9) 588 t. 10) 420; 12; 15; 32; 
451; 55. 11) 17 rest 3; 7 rest 6; 36 rest 107; 16 rest0. 12)a;a;a;a; f. 
13) 63 = 20 — 1. 14) f; a; a. 16) 7; 30; 2; 2048. 16) 42; 60; 56. 17) 22: 
- 34; 24.744; 82-442; 32-492; 22.33 25-37; 22-84. 52. 18) 200; 
361; 12. 19) 1800; 1260; 180. 20) —7; ++-5; —1; —10; —36. 21) —25; +24; 
—720; +720; 4360. 22) da; nu; nu; da. 23) 1579; 0. 24) 6; 72,26; —1,2; 
—0,8; —65,25. 25) 243,2; 10030; 49 153 0,08: 78; 0,09; 001; pps 


1 i 

0,067228; 421875. 26) —; E ; 
fi za zi au în; î ) 3: a 50: 

Ba 9 30 137 ai BR 4, 
; ș 1253 a ; Se 28) = = 170803); 3%; 
16: 9: D0Â) Sage Sa) Deo: 24 (2). 162 5 


29) 4710 kg. 30) 2,23 sau 2,236 sau 2,24 ste. 31) V/3; 0; |/8;V/2;0. 32); 
a;-f; î; a. 33) —1; —4; 19; 3; 15 —10V/5; 14 V/6; —6+6V/5. 
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34) 5/6; 20/86; 4V3; 4V/5; |lzIV/2. 35) V18; V&05; 72; 
Va; |: sp 5/3; apa, Vă; Vă, 3, IVî. as) 
-PV/a;—2—V3; ai ALEA 39) d —3—2p/3+ 
+2V/ă 8; —3+2/2—2V/8+V/6. 40) 0,48. 


Pag. 40. 1) Soluţii: 2 Li Vă; |2; E. 2) Nu, dacă a =0. 
Fe SA dt con a 
cula Com a ja 
Pag. 42. Soluţii: -2 ; â; 1; orice număr real; nu are; /3-+4. 
Pag. 49. Soluţii: orice mumie real; Azi, =0=9 Va =. 


Pag. 44:4) a) Soluţie = dacă ap 5. Dacăa= 5, nu are soluţie. 
PE 


€) Soluţie 1 pentru a 7 1. Dacă a =1, orice număr real este soluție. 6) a) 
Soluţie 6/3. c) Soluţie —12—6)/3. 1) Soluţie —3+2//3. 7) a) ai. 
b) 0,47. e) Îp24. 12) d) Soluţie 0. e) Orice număr real 7 0 este soluţie. 
7) Soluţie -2. 14) Pentru a= 4. 15) Ecuațiile sint echivalente doar 


pentru a = 0. 
Pag. 49, 1) 4 înmulţiri şi o adunare; A=2rr(r + h) cu 2 înmulţiri și o 
adunare, 3) € = a(Li — 54). 4) Indioaţie: stabiliți ciţi călători au urcat în B. 
Pag. 59. 3) da; nu; da; nul; 


da; 

Pag. 4. 3) 6Ă5; 15 3%, BXYZ; GX2Y; 2a1X3; 4) 2X; 
107 Ai e iv —2ab 
[ae 8 Sa N 


Pag. 67.2) X2- XY ++ Y2; Xp Xa Xp Xa —2X2 4-4; 

— XX + Xa + Y2 sau (—Y2 + 1)X2 4 Ya; — Xa Ya DYZA Zi, X— 

—3XY2 + Y3 + Z0; Xa 4 2XY + 2XZ + Vi 4 2Y2 +2 [E al forme. 
Pag. 68. 7) abcd + cdba =(a-+- d) -91 -11 (bc) -10 “41. 


Pag. 61. 2) Diferă prin coeficientul lui X şi prin asa termenilor 
liberi 0) o = pa, xy, 


Pag. 64. 2) (X—19(X—3); (BX -- A(2X + 30); AX:V20XY — 2x24 
A 4Y2); 6(2X + 3(X + 1); (PY —2X)(Y + 2X). 2, AC Sua X)(ze x) 
(XA PRI + Y2), (X2 + YA +27); 20X —3)(ă: 

Pag. 65. 2) 4; Ze 36; +-6X; AX; -+10X. 4) i zac (o revii 
(8X — 27); (aa — (i x+ 1), (3x -2 7): ; (ap av). 

Pag. 67.5) YOX + Yi (X+Y x=Y duv; (X2-- Y2) (X 
e apa: 970) ra DER Si aut 2 Ziă E: pi 2 loa 

Pag. 71. 3) (X FINA FIN Ar dia 26 ze Dx +3); 
(x — 2; (x —V/3%; 2(x + [2% + 02 — 7); (2-27): 

(2 —2P)i (XE [20/27 XX) (x—3); 

(ă + Ya) (XV) (X+W(IX-—Y); 9) + âY2) 8X + 2%) (3X—2Y). 
5) d) Xi — X2 41 = (X0 4 22 4 1) —3X2= (X2 + 12 —(V/3X. 
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Pag. 74. 3) P(—V/2) = P(/2) =21; P(—4) =P() =8. 6) Dacă e 
este un număr real, atunci c? este pozitiv sau 0. Pasul 4: s=c-c; 
pasul 2: 2 =a:s; pasul 3: u =t-+e; pasul 4: p(c) =u +2. 7) p(X) = 
= XE + 4X + 1.5) E(X, 7) =(X— Y)(X+2).9) 003) =(X— 1) (24 
+ 2X + 2). 10) Este acelaşi polinom. 13) 5, d şi e. 14) P2+ V/2)=5+ 
+ 2/2; 16) P(a)- P(—a) = —a0 + 10at — a2 + 1. 

Pag. 81. 3) Pentru a) 0; b) 1; €) 1; d) —1. 

[ă 


Pas. 81. 1) A =Ua+)); P 41422. 3) C =e(2). 
a 


Pag. 88. 18) (X+ V2)(x— 2); (x+Vă)(x—V3); (x+ 
+ V15)(X — V15); (x+ VB(x—V8); WI (Vai); 
(V3x + VDWV3x — V2); x V3; Vă 0 20 + 
+ V2)(x— 2);  02X + 437) 02X — 13%). 19) (Xt4- 4x22 + 
++ 474) — 42 = (X2 4 222 — (2XY) = (X2 4 2XY + 27) (2 — 
— 2XY -r 2Y%). 20)(X + 2)(X + 8); (X + 3) (3 + 4); (X2 + 1)(3X24+1); 
(X — 7030 + 2); (XA DX — P— 0; 02 — 37 + VU xr 9). 
20) (X— (XX —2(X+3); (X— DO 6x—6); (X+V/3) (x — 
— V3la + V5)(x— VB); (x+ (x+r+w 2 p(V/2= 
=2V/2—1, aproximativ 1,82. 24) Pasul 1:s =2-a; pasul 2:t =—s+ 1; 


pasul 3:u =t-a; pasul 4: P(a) =u + 2. 36) Deoarece (—s)? —s2, rezultă 
că E(—s) = 209). 40) P(V2)- po pa 2 VI=1 2/74 3, 


2p/â+3 —2p/23+3 
Pag. 86. 3) d; ef. 


r 

Pag. 87. 2) a; a; f; a. 3) Indicaţie: desenaţi prin diagrame Venn-Euler 
mulțimile (41 B)UC şi (AUC) N (BUC). 5) Două soluţii, după cum 
dEBsaudeB.A =(a,c,d). 

Pag. 88. 1) Nu, au 12 elemente. 3) 15 elemente. 

Pag. 90. 3) Numai dacă a, b >0 sau a, 6 <0. Construcţia foloseşte 
teorema puterii punctului O faţă de cercul cu diametrul AB. 

Pag. 98. 2) X are abscisa 2. 3) Un paralelogram; M(1, 2). 4) Indicaţie: 
folosiţi teorema lui Thales. 

Pag. 96. 1) Nu, sint 27 de funcţii. 2) Un exemplu este f(z) = /Z, dar 
pot fi construite â1 =256 funcţii. 4) 4(2<3) =a, h(â:2=3) =f, 
M2 € 9) =f. Pot fi construite 23 —8 funcţii. 

Pag. 98. 2) Nu a indicat corect domeniul de definiţie. 3) Da; nu. 4) Da. 
PU1) = 4: nu e prim. 5) d(9) >d(11). 

Pag. 107. 4) Graficele sint segmente ce fac parte din drepte paralele. 
5) Graficul e format din două segmente. 


Pag. 118. 1) b,e,f,g,h şii. 3) b,c, eşi f. 5) Sint concurente. 
Pag. 121.3) (5 ”) cu y ER— (4-4); (6 1) cu XER-— (2); 


(2 Z2+ 1) cu zen-|-2 
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Po. 17. 1) (2, 2); 4, 2); 6, 40; 0; 6,3); (0, — 3);(V/22). 


2) (4,2); 2,3);(—4, m:(2 2) :(, —Vz Va. ds); 6,3) 
Pag. 131, 1) Aceeaşi dreaptă, 2) Sint concurente, 5) (17, 3,5); (1, 7, 
0,35), (0,47, 0,035). 6) a) (ret ; at). 


Pag, 133, 2) b) Indicaţie: notaţi X = 2 


Pag. 139, 1) Răspunsuri corecte: 9 zile, sau 8 zile 14 ore, 2) Indicaţie? 
motaţi cu 2a, 2y diametrele roţilor, Faceţi un desen. Obţineţi sistemul 
zi - Zi (2—0,3) + (y — 0,3) =35. Soluţia: 14,6 cm și 50,6 om, 
pa 
4) Indicaţie: scrieţi relaţia între debitul de sutlare d Şi conținutul de. carbon 
e astlele e za -t y; aflaţi necunoseutele z și y din datele problemei; aflați 
apoi debitul d din 0,35 =d- z-+ y. Răspuns: 4,375 m? pe secundă; 2,95 In4/s. 

Pag. 144, 2) 256 sau 257 mm. 3) 4,5 cm aproximativ. 4) ac —d (a — 
— 35) ae — d) + 3bd; 30,96 cm?; cel mult 64%. 6) Să scriem k = bo +- 7 cu 
0 ar Ssntunci, je = B(e%--2er) +. 7%, Însă, împărțind pe 7? la 8 nu putem 


; e, 8) Da, 


obţine restul 3, ci numai resturile 0, 4 şi 4. 7) a= 


ș- 3 
10) Pa 0) pia V5)=0, W) fi =ati. 12) ala) =48z— 


220;5. 16) 72 kmmn. 18). Aproximativ 87 g aur şi 13 g cupru. 20) Aproxilnativ 
3,56 1 şi 4,44 1. 23) Lungimea E om, 1ajimea 20 em(!) 25) Imposibil (1). 

Pag. 140. 1) E cate pozitiv, iar £ este negativ. 8) Aria = 22" (62 ++ 14), 
Pentru orice z > 0. 4) 2(X + 1)(X — 1); 72Y1 4 576Y0 + 1 128% — 96Y, 
€) i 2) ai a 12) 2X*X + 3)*. 16) O singură soluţie, 


anume 417. 16) Patru valori posibile: 20 şi La. 20) Două valori 


posibile: 0 şi 2. 

Pag, 148. 8) 4:a:8:4 + 5-+6-+7-8-4-0., 0) Coreote a și e; 
12) Cel puţin 8, cel mult 22. 14) Nu sint toate trei adevărate. 15) 9 sau 10 
rotații complete (1). 18) 12 drumuri simple, 6 dintre ele au lungimea minimă, 
25) 15 fructe (mai sint şi alte soluţiil). 


NOTĂ ISTORICĂ 


Algebra este o parte a matematicii, scopul ei principal fiind studiul 
operaţiilor. În dezvoltarea ei a cunoscut, pină în prezent, trei etape, 

La inceputurile ei algebra s-a dezvoltat în strinsă legătură ou aritmetica ; 
proprietăţile operaţiilor aritmetice cu numere naturale şi raționale sint ounos. 
cute din cele mai veohi timpuri. În „Aritmetica“ lui Diotant* apar probleme 
în care intervin „necunoscute“; Diofant notează necunoscuta ou litera gre- 
oească o (se citeşte „sigma“). 

O altă carte asupra căreia merită să ne oprim este „Al-djabr-ual-muka- 
balah“**) a lui Muhammad al-Khorezmi (secolul al IX-lea). Această carte a 
avut o mare influenţă asupra dezvoltării matematicii în lumea arabă și în 
Europa, contribuind printre altele la înlocuirea cifrelor romane (ou care se 
caloula greoi) ou oifrele „arabe“, provenite din India. De la titlul acestei cărți 
provine numele de „algebră“, Ca şi în cartea lui Diofant, apar şi aioi neou- 
noscute. 

În secolul al XII-lea matematicianul și astronomul indian Bhaskara 
notează neounoscutele cu nume de culori şi lucrează cu polinoamele sorise în 
formă canonică; cartea sa „Bija Ganita“ conţine multe probleme, in versuri, 
foarte grele dar foarte frumoase. 

Incepind cu anul 4490, în cărţile de matematică apar semnele + şi —; 
folosirea lor se răspindeşte încetul cu încetul în toată Europa. 

Simbolul |/ pentru rădăcina pătrată este folosit pentru prima dată de 
către Rudolit în cartea (tipărită în limba germană în 1525) „Die Coss“. În 
această carte necunoscuta era notată intotdeauna cu litera R, pătratul ei ou 
litera Z, iar cubul ei ou litera O; în loc de + şi — se foloseau încă literele p 
şi m. De exemplu, 5X3 — 2X2 + 3X era scris astfel 5 Cm -24p -3R. 

Matematicianul francez Viăte (1540—41603) foloseşte litere (vocale) 
pentru a nota necunoscutele. În cărţile sale 5X* — 2X2 - 3X se sorie BAcu- 
bus — DAquadratus + 3A. 

Olandezul Stevin (1548—1620) introduce notația cunoscută do noi 
pentru fracțiile zecimale şi arată regulile de lucru cu numerele zecimale. EI 
foloseşte în cartea sa „Aritmetica“ apărută în 1585 următoarea notație pen- 
tru BX? — 2X24+3X:50 —20+4+30, scoțind în evidență exponenţii 
ne cunoscutei. 


* Diofant, matematician grec, a trăit (probabil) în secolul III. 1 se atribuie citeva 
lucrări de matematică, între care „Aritmetica“. 
** „al-diabr“ inseamnă „adunarea aceluiași număr la ambii membri ai unei egalităţi“ 
iar „al-mukabalah“ inseamnă „reducerea termenilor asemenea“, 
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Primul reprezentant al matematicii moderne poate fi considerat Rens 
Descartes (1596—41650), filozof şi matematician francez. EI a contribuit la 
dezvoltarea matematicii cu următoarele: 

— a dat interpretarea numerelor negative şi le-a folosit aşa cum o 
facem astăzi (pînă la el matematicienii le considerau numere „imposibile'*); 

— a folosit literele a, d, c pentru constante şi z, g, z pentru necunos- 
cute; 

— a observat că orice punct din plan este complet determinat de „coor- 
donatele“ sale, inițiind în acest el o nouă ramură a geometriei. 

Menţionăm și matematicianul englez Wallis (1616—1703), care în 
cartea sa „Algebra“ publicată în 1685 foloseşte pentru prima dată formule. 

Incepind din secolul al XVI-lea, algebra intră în a doua etapă de dezvol- 
tare, dominată de încercările de rezolvare a ecuaţiilor algebrice. 

La noi în ţară, la începutul secolului al XIX-lea, în primele şcoli în 
care se preda în limba română, intemeiate de către Gheorghe Lazăr în Buou- 
veşti şi de către Gheorghe Asachi în Iaşi, algebra era una dintre materiile 
de studiu. Dintre matematicienii români care au contribuit la dezvoltarea 
algebrei, menţionăm pe Dan Barbilian (1895—1961). 


TABELUL CU PĂTRATELE ŞI RĂDĂCINILE PĂTRATE 
ALE NUMERELOR NATURALE ÎNTRE 1 ȘI 100 


Notă. Rădăcinile pătrate sînt date cu eroare de 0,0001. 


nm Va nm Vi 


n m Vn n m Ei 


1 1,0000 | 26 676 5,0990 | 51 2601 7,1414 | 76 5776 8,7178 
4 14142 | 27 1729 6,1961 | 52 2704 7,2111 | 17 6929 8,7749 
9 1,7820 | 28 784 7,2915 | 68 2809 7,2801 | 78 6084 8,8317 
16 2,0000 | 29 841 5,8851 | 54 2916 7,8484 | 79 6241 8,8881 


1 

2 

3 

4 

G 25 2,2860 | 830 900 6,4772 | 55 8025 7,4162 | 80 6400 8,9442 
6 86 24404 | 81 961 6,5677 | 56 8186 7,4838 | 81 6661 9,0000 
749 2,0457 | 82 1024 6,6568 | 567 8249 7,5498 | 82 6724 9,0668 
8 64 2,8004 | 38 1089 6,7445 | 58 8864 7,6167 | 88 6889 9,1104 
9 81 8,0000 | 84 1156 6,8809 


10 100 8,1622 | 85 1225 6,9160 | 60 8600 7,7469 | 85 17226 9,2195 


z 
EI 
R 
EI 
- 
E 
E 


9,1651 


11 121 8,3166 | 86 1296 6,0000 | 61 8721 7,8102 | 86 17896 9,2786 
12 144  BAG41 | 87 1869 6,0827 | 62 8844 7,8740 | 87 17569 9,8274 
18 169 8,6065 | 88 1444 6,1644 | 63 8969 7,9872 | 88 17744 9,8808 
14 196 87416 | 839 1621 6,2460 


E 
Ş 
Ş 
E 
3 


89 17921 9,4889 
15 225 8,8729 | 40 1680 6,3245 


Ei 
$ 
ii 
E 
5 
3 
e 
s 


9,4868 
16 256 4.0000 | 41 1681 6,4081 | 66 4356 8,1240 | 91 8281 9,5898 
17 289 4,1231 | 42 1764 6,4807 | 67 4489 8,1868 | 92 8464 9,5016 
18 824 4,2426 | 43 1849 6,5674 | 68 4624 8,2462 | 98 8649 9,0486 
29 861 4,3689 | 44 1986 6,6332 | 69 4761 8,3066 | 94 8886 9,0968 
20 400 4,4721 | 45 2025 6,7082 | 70 4900 8,3666 | 95 9025 9,7467 
21 441 4,5825 | 46 2116 6,7823 | 71 6041 84261 | 96 9216 9,7979 
22 484 4,6904 | 47 2209 6,8566 | 72 5184 8,4852 | 97 9409 9,8488 
28 629 8,7958 | 48 2804 6,9282 | 73 5829 8,5440 | 98 9004 9,8994 
24 676 4,8989 | 49 2401 7,0000 | 74 6476 8,6023 | 99 9801 9,9498 


25 625 5,0000 | 50 2600 7,0710 | 75 5625 8,6602 | 100 10000 10,0000 
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